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Resume. Get article est un expose de synthese sur les noeuds de Lorenz. Nous decrivons la 
construction initiale, demontrons de fagon precise un certain nombre de proprietes classiques, 
en particulier le fait que la cloture d'une tresse positive est un noeud fibre, et explicitons la 
correspondance de Ghys entre noeuds modulaires et nceuds de Lorenz. Par ailleurs, nous montrons 
deux proprietes nouvelles, a savoir que, suivant la correspondance de Ghys, les images des orbites 
triviales torment un sous-groupe du groupe des classes, et, d'autre part, que I'image reciproque 
d'un element du groupe des classes et de son inverse sont des orbites isotopes. 

Les noeuds de Lorenz sont les noeuds qui peuvent etre realises comme orbites periodiques du Hot 
geometrique de Lorenz. Tous les noeuds ne sont pas des noeuds de Lorenz : par exemple, le noeud 
trivial et le noeud de trefle en sont, mais pas le noeud de huit ; plus generalement, on ne compte 
que vingt noeuds de Lorenz parmi les noeuds ayant au plus seize croisements. Pourtant, la famille 
des noeuds de Lorenz est vaste, puisque tous les noeuds toriques et tous les noeuds algebriques sont 
des noeuds de Lorenz. Introduits par J.Birman et R.Williams en 1983, ces noeuds ont fait I'objet 
de travaux assez nombreux, car ils possedent de riches proprietes et de multiples facettes. On salt 
depuis les travaux de R. Christ que tout noeud peut etre realise comme orbite periodique d'un flot 
de R^, mais ce resultat ne fournit en general aucun controle des noeuds ainsi engendres. A I'oppose, 
la combinatoire specifique du flot de Lorenz, qui s'exprime par des liens avec les mots de Lyndon 
et les diagrammes de Young, donne acces pour les noeuds de Lorenz a des parametres topologiques 
comme le genre ou I'indice de tresse qui sont difficiles a calculer dans le cas general. De la sorte, la 
famille des noeuds de Lorenz apparait comme une etape naturelle dans une etude des noeuds partant 
des plus simples et allant progressivement vers davantage de complexite : plus riche que celle des 
noeuds toriques ou celle des nceuds algebriques, la famille de noeuds de Lorenz est neanmoins assez 
petite pour qu'une description effective des proprietes de ses elements soit possible. Recemment, 
I'interet porte a ces noeuds a ete renforce par la decouverte par E. Ghys d'une correspondance 
naturelle entre les nceuds de Lorenz et les noeuds dits modulaires, qui apparaissent comme orbites 
periodiques du flot geodesique sur la surface modulaire, un certain orbifold lie a I'arithmetique des 
corps quadratiques et a la geometric hyperbolique. 

Ce que nous faisons dans ce texte, c'est principalement de passer en revue les proprietes des 
noeuds de Lorenz connues a ce jour. La plupart des demonstrations sont seulement esquissees, a 
I'exception de quelques-unes qui, dans la litterature, apparaissent de fagon schematique ou dans un 
contexte different, et que nous presentons ici de fagon detaillee. Par ailleurs, nous etablissons deux 
resultats nouveaux dans la lignee de la correspondance de Chys, a savoir, d'une part, que, pour tout 
ordre d'un anneau d'entiers quadratiques, les classes d'ideaux dont I'image par la correspondance 
de Chys est un noeud trivial torment un sous-groupe du groupe des classes de la forme (Z/2Z)'' dont 
la multiplication peut etre decrite de fagon explicite, et, d'autre part, que deux elements inverses 
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Pun de I'autre dans le groupe des classes ont pour image le meme noeud par la correspondance de 
Ghys. 

Le plan de Particle est le suivant. Dans une premiere partie, on efFectue un bref rappel historique 
sur I'origine des noeuds de Lorenz. Puis on introduit les noeuds de Lorenz a partir du patron de 
Lorenz, qui est une surface branchee de liee a la dynamique d'un certain systeme differentiel 
chaotique. On en deduit un codage des noeuds de Lorenz a I'aide des mots de Lyndon, qui sont des 
mots particuliers sur un alphabet a deux lettres. Ce codage permet d'enumerer systematiquement 
tous les noeuds de Lorenz, et il est a la base de toute I'etude ulterieure. Notre exposition ici est 
basee sur Particle original do J.Birman et R.Williams [3], a Pexception des sections 11.51 et [TT51 
oil nous developpons une variante moins redondante du codage initial a I'aide de diagrammes de 
Young. 

La deuxieme partie est consacree a Petendue de la famille des noeuds de Lorenz et a leurs prin- 
cipales proprietes topologiques. On montre que tout noeud de Lorenz est premier. On y explique 
que tous les nceuds toriques et tous les noeuds algebriques sont des noeuds de Lorenz, le cas des 
nceuds algebriques se deduisant d'une etude plus generale des noeuds de Lorenz qui sont des nceuds 
satellites. On montre ensuite que tout noeud de Lorenz s'exprime comme cloture d'une tresse de 
permutation, et, surtout, est un noeud fibre. Les resultats de cette partie apparaissent principale- 
ment dans les articles [T, [13] , et [37]. Pour ce qui est du caractere fibre, il est deduit dans [4] de 
resultats generaux de Stallings [32] ■ H pent egalement etre deduit de travaux de K. Murasugi [57] 
et D. Gabai [121 dS] sur les fibrations. Dans le cas de noeuds qui sont clotures de tresses positives, 
I'argument est specialement simple et visuel. Comme il semble n'avoir jamais ete redige, tout au 
moins de fagon concise, nous le detaillons ici. 

Dans la troisieme partie, nous poursuivons I'etude topologique des noeuds de Lorenz. On intro- 
duit la famille des tresses de Birman- Williams, qui fournit une nouvelle faQon d'exprimer un noeud 
de Lorenz comme cloture d'une tresse positive, et on en deduit une determination explicite de 
I'indice de tresse d'un noeud de Lorenz comme nombre de brins d'une tresse de Birman-Williams 
associee. Le resultat original est dii a J.Franks, H.Morton et R.Williams [14]. Nous proposons 
ici une version complete de la demonstration basee sur Pintroduction d'une variante du polynome 
HOMFLY. 

La quatrieme partie est consacree a la correspondance de Ghys entre les noeuds de Lorenz et les 
orbites periodiques du flot geodesique sur la surface modulaire, lesquelles sont intimement liees a 
des objets tres usuels de la theorie des nombres depuis Gauss, a savoir les classes de conjugaison 
de matrices dans SL2(Z), les classes de formes quadratiques a coefficients entiers, et les classes 
d'ideaux dans des corps quadratiques. Pour expliquer ce lien entre topologie et arithmetique, nous 
partons de la correspondance naturelle entre les classes d'ideaux dans certains corps quadratiques 
et les classes de conjugaison dans SL2(Z), qu'on peut caracteriser en termes de mots de Lyndon. On 
en deduit le lien entre les nceuds modulaires et les noeuds de Lorenz qui constitue la correspondance 
de Ghys. Notre exposition dans cette partie est basee sur [7] et [19]. Par ailleurs, c'est la que nous 
etablissons les deux resultats nouveaux mentionnes plus haut concernant les orbites representant 
I'element neutre du groupe des classes (proposition 14 . 1 8| et les orbites representant des elements 
inverses Pun de Pautre (proposition 14. 19p . 

Enfin, dans une breve cinquieme partie, nous mentionnons quelques questions ouvertes mettant 
en jeu les nceuds de Lorenz. L'une des plus fascinantes concerne la possibilite de definir directement 
sur les noeuds de Lorenz une multiplication qui serait la contrepartie de celle des classes d'ideaux 
d'un ordre d'un corps quadratique. 
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1. Description combinatoire des nceuds de Lorenz 

Cette premiere partie introduit les noeuds de Lorenz et leur codage par des mots de Lyndon at 
des diagrammes de Young. Dans la section 11.11 nous rappelons le contexte du systeme differentiel 
chaotique de Lorenz, puis, dans la section [L2l nous introduisons le patron de Lorenz qui permet de 
modeliser geometriquement le comportemcnt des solutions du systeme de Lorenz. La section [1.31 
est consacree au codage des orbites periodiques du flot de Lorenz, done des nceuds de Lorenz, a 
I'aide de mots de Lyndon. Dans la section [L4l nous montrons que tout noeud de Lorenz est cloture 
d'une tresse de permutation. Dans la section [T75l nous montrons comment reduire la redondance du 
codage en introduisant les mots de Lyndon dits minimaux, puis, dans la section [1.61 nous passons 
au langage des diagrammes de Young. 

1.1. Le systeme de Lorenz, Guckenheimer et Williams. En 1963, le meteorologisteE. N. Lorenz 
a exhibe un systeme dynamique aux proprietes remarquables |25j . Issu d'un modele simplifie de 
convection atmospheriquc, il est decrit par les equations differentielles 

(1.1) i = — lOx + lOy, y — rx — y — xz, z — ^^/iz + xy, 

ou r est un parametre reel proche de 28. Ce systeme induit un flot deterministe sur : le passe 
et le futur d'un point de sont determines par sa seule position. Par contre, (|l.ip est un systeme 
chaotique, au sens oii une petite perturbation du point de depart change Failure globale de I'orbite 
qui en est issue. Bien avant Lorenz, I'existence de systemes chaotiques avait ete observee par 
H. Poincare dans le cadre du probleme des trois corps et par J. Hadamard pour le flot geodesique 
sur des surfaces a courbure negative [53]. Pourtant, I'exemple de Lorenz, peut-etre a cause de son 
origine meteorologique, ou peut-etre a cause de la simplicite des equations qui le decrivent, a suscite 
un grand engouement, se trouvant meme a I'origine du populaire « eS'et papillon ». 

Quand on effectue des simulations numeriques des equations de Lorenz ()l.ip . on observe le 
phenomene suivant : I'orbite issue de presque tout point semble plonger tres vite vers une surface 
branchee, puis, une fois au voisinage de celle-ci, I'orbite decrit une suite de tours autour de deux 
points selles, dans un ordre apparemment aleatoire (figure [TTT|) . Ayant observe ce phenomeme, 
J. Guckenheimer a suggerc un modele gcometrique simple pour decrire les orbites de ce systeme |21j . 
a savoir une surface de M'^ munie d'un semi-Hot imitant la dynamique observee numeriquement 
et le long de laquelle s'enroulent les orbites. Ce modele de Guckenheimer a ensuite ete etudie et 
enrichi dans des travaux communs avec R. Williams [221 136j , oii il est notamment etabli que le 
modele est persistant, c'est-a-dire qu'une perturbation de classe du champ de vecteurs mene a 
un systeme du meme type que celui de Lorenz. La correlation entre les modeles de Lorenz et de 
Guckenheimer, et en particulier le fait que les orbites de Lorenz s'accumulent effectivement le long 
du patron etudie par Guckenheimer et Williams n'a ete prouvee qu'en 1999 par W. Tucker [341135]. 

Le flot geometrique de Guckenheimer et Williams contient une infinite denombrable d'orbites 
periodiques. Au debut des annees 1980, J. Birman et R. Williams ont initie I'ctude de ces dernieres 
du point de vue de la theorie des noeuds. Cette approche suit I'idee, attribuee a Poincare, d'etudier 
un systeme dynamique via ses orbites periodiques. De ce point de vue, il est trop tot pour decider 
si cette tache a ete realisee. Par contre, nous allons voir que les noeuds de Lorenz sont une famille 
riche du point de vue de la theorie des nceuds. 

1.2. Le patron de Lorenz. Dans la suite de cet article, nous delaissons les systemes differentiels 
et repartons du modele geometrique suggere par Lorenz, Guckenheimer et Williams. On rappelle 
qu'etant donne un champ de vecteurs X sur une surface S, on appelle flot de X I'application $ 
de M X S" dans S dont la derivee en f = coincide avec X et qui, pour tout point P de S, verifie 



3'(ii+t2,P) = *(ti,*(t2,P)), 
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Fig. 1.1. Une simulation numerique des equations de Lorenz Partant d'un point 

quelconque, le flot s'accumule sur une surface et tourne autour de deux points selles. 

c'est-a-dire que $(t, P) decrit I'orbite partant de P le long du champ X, lorsqu'une telle application 
existe. Un semi-flot est une application semblable, mais definie seulement sur M+ x S. 

Definition 1.1. (Voir figure [L^ ) (j) Le patron de Lorenz est la surface branchee de obtenue 
comme suit. On part de quatre bandes rectangulaires ouvertes Bi, . . . ,i?4, munies chacune d'un 
champ de vecteurs parallele a deux cotes opposes. Ces bandes sont deformees et recollees le long 
de trois axes A, Ai et A2 comme montre sur la figure. La surface branchee obtenue est munie du 
champ de vecteurs obtenu en recollant les champs des quatre bandes. 

{a) On appelle semi-flot de Lorenz le semi-flot engendre par le champ de vecteurs du patron de 
Lorenz. L'axe A est identifie au segment ]0, 1[ de sorte que I'abscisse du point M ou la surface se 
separe soit 1/2, et que I'application de premier retour sur l'axe A en suivant le flot, qu'on note pr, 
soit identifiee a la fonction t^2t mod 1. 

Par construction, le patron de Lorenz est une surface ouverte, branchee le long de l'axe A. Le 
semi-fiot de Lorenz est defini en tout point, sauf au point M 011 la surface se separe. En suivant le 
semi-fiot a partir d'un point P de l'axe A different de M, on recoupe A apres un temps flni. Par 
contre, le passe n'est pas defini : le long de A, chaque point a deux preorbites, on a done bien affaire 
a un semi-fiot. Neanmoins, par habitude autant que par commodite, nous utilisons ici I'appellation 
flot. 

Dans la suite, on s'interesse aux orbites du fiot de Lorenz, et particulierement aux orbites 
periodiques. Considerons par exemple I'orbite issue du point de l'axe A d'abscisse 1/7. En suivant 
le semi-fiot, on fait le tour de la boucle gauche du patron, on passe par le point 2/7, on repasse 
par la boucle gauche pour arriver au point 4/7, on suit la boucle droite, et, enfin, on revient au 
point 1/7. On a done une orbite periodique qui coupe trois fois l'axe du patron. Sur la figure fTT2l 
sont representees les orbites partant des points d'abscisses 1/7 et 3/7. On verra ci-dessous que le 
fiot de Lorenz contient une infinite d'orbites periodiques. On appelle periode d'une telle orbite le 
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nombre d'intersections de celle-ci avec I'axe du patron. Co qui nous interesse ici est le fait que de 
telles orbites periodiques peuvent former des noeuds non triviaux. 



point selle gauche axe A point selle droit 




Fig. 1.2. Le patron de Lorenz. Le dessin du haut represente le patron projete sur un plan 
horizontaL Les segments A, Ai et A2 sont les axes de recollement des bandes B\, . . . , B4,, le 
segment A etant I'axe de branchement du patron. Le flot de Lorenz est figure en pointilles. 
L'abscisse du point AI est 1/2, la surface s'y separe et le flot n'y est pas defini. Le dessin du 
bas montre le patron sous la forme d'un livre a trois pages. 



Definition 1.2. Un nceud K est appele nceud de Lorenz s'il existe une orbite periodique 7 du flot 
de Lorenz sur le patron de Lorenz representant K , c'est-a-dire dont K est la classe d'isotopie. 

Remarque 1.3. La classe d'isotopie d'une orbite periodique du flot de Lorenz depend du plonge- 
nient du patron dans 'S? . On obtient une infinite de plongements differents en ajoutant un nombre 
arbitraire de demi-tours sur chacune des deux branches du patron. Plus precisement, on associe 
a chaque couple d'entiers relatifs (p, q) un patron P(p, q) obtenu a partir du patron de Lorenz en 
rajoutant p demi-tours sur la branche gauche, et q demi-tours sur la branche droite, comme sur 
la figure 11.31 Les noeuds associes a des orbites periodiques du flot defini sur ces attracteurs de 
Lorenz generalises dependent fortement des entiers p et q. II se trouve que P(0, 1) correspond a 
une suspension du fer a cheval de Smale. Dans cet article, et plus generalement quand on parle de 
noeuds de Lorenz, on ne s'interesse qu'au plongement P(0, 0) du patron de Lorenz montre sur la 
figure [L^ Sinon, on parle de nceuds de Lorenz generalises^ voir [18 pour une etude de ces patrons 
et de leurs orbites periodiques. 
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Fig. 1.3. Un patron de Lorenz generalise. Les bandes faisant le tour des attracteurs gauche 
et droit font respectivement m et n demi-tours (ici m = —2 et n = 3). 

1.3. Codage des orbites. On cherche maintenant a decrire I'ensemble des orbites periodiques 
du flot de Lorenz. Pour cela, on associe a toute orbite du flot de Lorenz un mot sur un alphabet 
a deux lettres. Restreinte aux orbites periodiques et aux mots dits de Lyndon, la correspondance 
ainsi definie est bijective. 

Definition 1.4. Soit 7 une orbite du flot de Lorenz. En suivant 7 a partir d'un point P de I'axe 

A ct on notant L chaque fois que 7 coupe I'axe A apres avoir fait un tour de I'attracteur gauche 
du patron, et R chaque fois que 7 coupe I'axe A apres un tour de I'attracteur droit, on associe a 
7 un mot infini en les lettres L et R, appele code de 7 et note c(7, P). 

Une orbite 7 est periodique de periode n si et seulement si le code de 7 est lui-meme periodique 
de periode n, au sens ou 11 cxistc un (unique) mot w dc longueur n tcl que 0(7, P) est le mot infini 
wwww... On dit alors que w est un code reduit de 7 relativement d P, et on le note cr(7,P). 

Le code d'une orbite 7 depend du choix du point de depart P : par exemple, si on part du 
point dc premier retour pr(P), Ic code associe c(7, pr(P)) est le mot obtcnu a partir dc 0(7, P) en 
effa^ant la premiere lettre. On I'appelle le decale de c(7, P), et on le note s(c(7, P)). Pour associer 
a chaque orbite periodique du flot de Lorenz un code reduit independant du point de depart, on 
fixe un ordre lexicographiquc sur les mots en L ct R ct on choisit commc rcprcsentant distingue 
celui des divers codes reduits de I'orbite, done celui des divers decales d'un code reduit cr(7, P), 
qui est le plus petit vis-a-vis de cet ordre. Ceci revient a attribuer un rang aux lettres successives 
d'un code, corrcspondant a I'ordrc scion Icqucl on rencontre les points d'intersection de I'orbite 
avec I'axe du patron de Lorenz quand on le parcourt dc gauche a droite. 

Definition 1.5. Soit w un mot de longueur n sur I'alphabet {L, R}. Pour 1 ^ z, j ^ n, on declare 
que i est avant j dans Vordre de Lyndon associe a tz; si s'~^(w) precede s^~^{w) dans I'ordre 
lexicographiquc etendant L < R. On note alors i <^ j. 

Par exemple, si w est le mot LLRLR, on a 1 <w 4 car le mot s^{LLRLR) est LRLLR, qui est 
plus grand lexicographement que LLRLR. On trouverait de meme 1 4 <„, 2 <„, 5 <„, 3. 

Lemme 1.6. Soit 7 une orbite periodique du flot de Lorenz issue d'un point P de I'axe A et de 
periode n. Pour 1 ^ i,j ^ n, le point pr'~-^(P) est d gauche du point pr-'~-^(P) sur I'axe A si et 

seulement si on a i <cr{j.p) j- 

Demonstration. Notons w le mot cr(7, P). Par definition du codage et de I'application pr, la i-eme 
lettre de w est x si pr'~^(P) est dans la moitie gauche de I'axe A, et y sinon. Par construction, pr 
est I'application t 1-^ 2t mod 1, done la position de pr'~-'^(P) dans la moitie gauche ou droite de 
I'axe A determine le i-ieme chiffre du developpement dyadique de I'abscisse de P. Par consequent, 
si on remplace les L par des et les R par des 1 dans w, I'abscisse pr*~^(P) est 0, WiWiWi . . ., oii 
Wi est s*^^(w). Or I'ordrc canonique sur les reels correspond a I'ordre lexicographiquc etendant 
< 1 sur le developpement dyadique, done pr*~^(P) est a gauche de pr-'~^(P) si et seulement si 
Wi precede wj dans I'ordre lexicographiquc. □ 
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Remarque 1.7. Soit P un point d'intersection de 7 avec A et x son abscisse. Alors la condition 
pr"(P) = P se reformule en 2"x — x mod 1, soit x — p/(2" — 1) pour un certain p entier. 
Les abscisses des points d'intersection de 7 avec A sont alors les rationnels 2*p/(2" — 1) mod 1. 
Inversement, on verifie que I'orbite issue tout point d'abscisse de cette forme est periodiqueQ- 

Definition 1.8. Un mot w de longueur n sur I'alphabet {L,R\ est dit de Lyndon si w n'est pas 
decomposable, c'est-a-dire s'il n'est pas de la forme avec fc ^ 2, et si w precede lexicographique- 
ment s^{w) pour tout 1 ^ i < n. 

Proposition 1.9. [4] Pour chaque orbite periodique 7 de periode n du flat de Lorenz, il existe 
un et un seul mot de Lyndon de longueur n codant 7, et, inversement, tout mot de Lyndon de 
longueur n est code reduit d'une orbite periodique de periode n du flot de Lorenz. 

Demonstration. Soit 7 une orbite periodique de periode n et P I'intersection de 7 avec I'axe A 
la plus proche du point selle de gauche. Alors le code reduit cr(7, P) est un mot de Lyndon. En 
effet, comme la periode de 7 est n et non un diviseur de n, le mot cr(7, P) n'est pas decomposable. 
D'autre part, d'apres le lemme [TTBl les codes reduits associes a d'autres points d'intersection de 7 
avec A sont apres cr(7, P) dans I'ordre lexicograhique. 

L'application ainsi construite est injective, car deux orbites differentes ne peuvent coi'ncider sur 
un nombre infini de tours consecutifs autour de I'attracteur, done leurs codes ne peuvent coi'ncider. 
EUe est surjective, puisque, par hypothese sur l'application pr, tout mot sur I'alphabet {L,R}, et 
en particulier tout mot periodique, est realisable comme code reduit d'une orbite. □ 

Desormais, on appelle code reduit d'une orbite periodique I'unique mot de Lyndon qui la code. 
Par exemple, le code reduit de I'orbite issue du point d'abscisse 1/7 est le mot de Lyndon LLR. 
De meme, celui de I'orbite issue de 5/31 est le mot de Lyndon LLRLR. 

Remarque 1.10. L'hypothese que l'application pr est identifiee kt^2t mod 1 est cruciale. Si, 
par exemple, les deux bandes Bi et B2 du patron de Lorenz de la figure [L2l sont coUees, non avec 
les parties ]0, l/2[ et ]l/2, 1[ de I'axe A, mais avec les parties ]0, /co[ et ]/ci, 1[, avec <l/2 < ki, 
alors tons les mots possibles sur I'alphabet {L, R} ne sont pas realisables comme suite des tours 
d'une orbite du systeme de Lorenz modifie. On a alors un systeme Lk^^ki dont I'ensemble des 
orbites est un sous-ensemble de celui qu'on vient de decrire. Les noeuds de Lorenz correspondent 
au cas le plus general, 011 tons les mots sont realises par une orbite0. 

1.4. Tresses de Lorenz. D'apres un theoreme celebre d'Alexander, tout noeud est cloture d'une 
tresse, voir [5^ pour une introduction aux tresses et [1] pour une preuve de ce resultat. Pour toute 
orbite periodique 7 du flot de Lorenz, on decrit maintenant une tresse particuliere dont la cloture 
est 7. 

On rappelle qu'a toute tresse ban brins on associe une permutation tt de {1, . . . , n} en appelant 
7r(A:) la position finale du brin initialement en position k. Chaque permutation tt est associee a une 
infinite de tresses. Par contre, il en existe une et une seule dont tons les croisements sont orientes 
positivement et telle que deux brins quelconques se croisent au plus une fois. Cette tresse est 
appelee tresse de permutation associee a tt. 



Si n est impair, par le theoreme de Lagrange, n divise 2" — 1, done tout nombre rationnel a denominateur 
impair est de la forme 2^—1 ■ 

^J. Guckenheimer et R. Williams ont montre dans I22| que, si le flot geometrique de Lorenz n'est pas structu- 
rellement stable, au sens oil une petite perturbation du champ de vecteur le deflnissant ne le transforme pas en 
un champ conjugue, ce flot est neanmoins persistant, au sens ou une petite perturbation I'envoie sur un champ 
deflnissant un flot de type L^g^ki- 
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Theoreme 1.11. [A\ (Voir figure [TT^ ) Soit 7 une orbite periodique du flot de Lorenz coupant 
n fois I'axe A et coupant p fois la partie ]0, l/2[ de cet axe. Alors 7 est la cloture d'une (unique) 
tresse de permutation d n brins. La permutation n associee verifie 

1 < 7r(l) < 7r(2) < . . . < n{p) = n > n{n) > 7r(n -!)>...> Tr{p + 1) = 1. 

Dans le contexte ci-dessus, la tresse de permutation associee a 7 est appelee la tresse de Lorenz 
de 7, et la permutation tt est appelee la permutation de Lorenz de 7. 




Fig. 1.4. Un example de tresse de Lorenz. Les p premiers brins vont vers la droite et les 
n — p derniers vont vers la gauche en passant sous les premiers. Le pas (definition 13. ip est 
le nombre de brins du premier groupe qui finissent dans le second groupe. L'indice 71,; (defini 
dans le theoreme 13. 2p est le nombre de brins du premier groupe qui passent par-dessus i + 1 
brins du second groupe, l'indice est le nombre de brins du second groupe qui passent 
par-dessous j + 1 brins du premier groupe. 



Esquisse de la demonstration. 11 s'agit de decrire en termes de tresses la partie centrale du patron 
de Lorenz tel qu'il est represente sur la figure 11.21 On obtient une tresse de la forme de celle de la 
figure 11.41 □ 

Exemple 1.12. La tresse de Lorenz associee a I'orbite issue du point d'abscisse 1/7 est la tresse 
cr2cri dont la cloture est im noeud trivial, et la permutation de Lorenz associee est le cycle (231). 
En revanche, la tresse de Lorenz associee au point 5/31 est (T3 (T2 (71(74 (73 (T2 dont la cloture est un 
noeud de trefle, la permutation de Lorenz associee est le cycle (35241). 

1.5. Stabilisation. La proposition 11.9! fournit unc enumeration de toutes les orbites periodiques 
de I'attracteur de Lorenz. Cependant, des orbites differentes peuvent etre isotopes, c'est-a-dire 
representor le meme noeud, et done plusieurs mots de Lyndon peuvent coder le meme noeud de 
Lorenz. Pour reduire la redondance du codage, on introduit maintenant la notion de stabilisation 
d'une orbite et du mot de Lyndon associe. 

Une transformation de Markov a droite sur une tresse ban brins consiste a ajouter un n+ 1-ieme 
brin et un croisement cr^^ (voir figure [L5)l . EUe ne change pas la classe d'isotopie de la cloture de 
la tresse. On remarque que, si b est une tresse de Lorenz a n brins, alors 6ct„ est encore une tresse 
de Lorenz, cette fois-ci a n + 1 brins. On pent de meme introduire une transformation de Markov a 
gauche : si on note b la tresse b oh tons les indices des generateurs (7,^ ont ete augmentes de 1, alors 
la tresse bai est une tresse a rt + 1 brins dont la cloture est la meme que celle de b. Comme dans 
le cas de la transformation a droite, si b est de Lorenz, alors bai est aussi de Lorenz. En termes 
d'orbites sur le patron de Lorenz, les transformations de Markov reviennent a ajouter une petite 
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boucle faisant le tour d'un des deux points selles de I'attracteur de Lorenz a la partie de I'orbite 
passant le plus pres de celui-ci. La periode est alors augmentee de un0. 




Fig. 1.5. Une transformation de Markov: la tresse b de _B„ est remplacee par la tresse 

fea^^ de B„+i. 

II est alors facile de traduire I'invariance des noeuds par transformations de Markov en termes 
de mots de Lyndon. 

Proposition 1.13. Soit w un mot de Lyndon, wl le mot obtenu en ajoutant une lettre L en tete 
de w et WR le mot obtenu en inserant une lettre R apres la i-eme lettre de w, ou i est maximal 
pour I'ordre de Lyndon <w Alors les orbites periodiques du flat de Lorenz ayant w, wl, et wr 
pour codes reduits respectifs sont isotopes. 

Demonstration. Soit 7,7l et jr les orbites ayant pour codes reduits les mots w, wl et wr. Alors, 
par definition du code, ajouter un x en tete de w revient a ajouter une boucle faisant le tour de 
point selle gauche a I'orbite 7, soit, en termes de la tresse de Lorenz, a effectuer une transformation 
de Markov a gauche. Done 7^ est isotope a 7. 

De meme, si i est maximal pour I'ordre de Lyndon associe a w, ajouter un R apres la i-eme 
lettre de w revient a effectuer une transformation de Markov, a droite cette fois, car, d'apres le 
lemme [TTBl la i-eme lettre de w correspond a I'intersection de 7 avec I'axe A situee au plus pres de 
I'attracteur droit. Done jr est isotope a 7. □ 

Avec les notations de la proposition II . 13l on dira que 7^ est obtenue par stabilisation a gauche 
a partir de 7, et que 'Jr est obtenue par stabilisation a droite. De meme, on dira que wl est obtenu 
par stabilisation a gauche a partir de w, et que wr est obtenu par stabilisation a droite. 

Par exemple, les mots LLLRLR, LLLLRLR, LLRRLR, et LLLLRRRLR sont tous obtenus 
par stabilisation a partir du mot LLRLR. Les orbites associees sont done toutes isotopes (en 
I'occurrence, elles representent toutes des noeuds de trefle). 

Comme on pent stabiliser indefiniment un mot de Lyndon sans changer le noeud correspondant, 
nous deduisons : 

Corollaire 1.14. Tout noeud de Lorenz apparait comme classe d'isotopie d'une infinite d' orbites 
periodiques du flot de Lorenz. 

1.6. Diagrammes de Young. Lorsqu'on le represente comme sur la figure [1741 le diagramme 
d'une tresse de Lorenz evoque un diagramme de Young. On pent rendre cette correspondance 
formelle et, alors, les transformations de Markov correspondent a une operation simple sur les 
diagrammes associes. 

On definit une correspondance entre tresses de Lorenz et diagrammes de Young comme suit. 
Soit b une tresse de Lorenz. Dans le diagramme en segments de b, on efface des fragments des 

■^En termes de permutations de Lorenz, une transformation de Markov a droite correspond a modifier le motif 
n I— > j en le motif n h- > n + 1 1— > j, et une transformation de Markov a gauche a augmenter d'une unite tous les 
indices superieurs a 1 et a remplacer le motif 1 1— ► i -|- 1 en tete par le motif 1 1— > 2 1— > i -|- 1 . 
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brins de fagon a ne garder que les portions qui se trouvent entre deux croisements, voir figure flTBl 
En tournant et deformant la figure pour donner a chaque segment une orientation horizontale ou 
verticale, on obtient un diagramme de Young, eventuellement complete par deux segments, I'un 
vers la droite sur I'axe horizontal, I'autre vers le haut sur I'axe vertical. 




Fig. 1.6. A une tresse de Lorenz on associe un diagramme de Young, augmente ici de deux 
segments a gauche et a droite, en ne gardant que la partie epaissie de la tresse de Lorenz. 
Le pas (definition 13. ip est egal a la longueur du cote du carre grise, plus 1. 

Par exemple, la diagramme de Young complete associe a I'orbite de code reduit LLR est un 
segment horizontal d'une unite de long. Le diagramme de Young associe au code reduit LLRLR 
est un diagramme a deux cases sans segment additionnel. 

Proposition 1.15. La correspondance ci-dessus etablit une bijection entre les tresses de Lorenz 
et les diagrammes de Young completes. 

Demonstration. Partons d'un diagramme de Young complete de largeur p et de hauteur q. On 
oriente le diagramme convenablement, on prolonge les segments, et on fait de chaque intersection un 
croisement de tresse positif. La tresse ainsi obtenue est une tresse de Lorenz car, par construction, 
c'est une tresse de permutation oii ni les p + 1 brins de gauche, ni les g + 1 brins de droite ne se 
coupent entre eux. II est clair que la correspondance ainsi definie est la reciproque de celle decrite 
dans le theoreme ll.lll □ 

Proposition 1.16. Tout nceud de Lorenz peut etre obtenu comme cloture d'une tresse de Lorenz 
associee d un diagramme de Young standard (c'est-d-dire non complete). 

Demonstration. Soit K un nceud de Lorenz, et b une tresse de Lorenz dont la cloture est K . D'apres 
la proposition 1 1 . 1 5l la tresse b correspond a un diagramme complete T. Vue la description de la 
correspondance entre tresses de Lorenz et diagrammes de Young, supprimer un segment additionnel 
horizontal dans un diagramme complete revient a efFectuer une destabilisation gauche sur la tresse 
associee, tandis que supprimer un segment vertical revient a effectuer une destabilisation droite. 
Partant du diagramme T, on arrive en un nombre fini d'etapes du type precedent a un diagramme 
standard. Par construction, celui-ci est associe au noeud initial K. □ 

Remarque 1.17. En termes de mot de Lyndon, un diagramme dc Young non complete correspond 
a un mot w qui est minimal au sens oii, quand on ote a w la premiere lettre L, alors le mot w' 
obtenu n'est pas un mot de Lyndon et, quand on ote a w la lettre R dont la position i est maximale 
dans I'ordre de Lyndon <u,, alors i n'est pas maximal dans <w'- On deduit alors directement de 
la proposition 11.161 que tout noeud de Lorenz peut etre represente par une tresse de Lorenz codec 
par un mot de Lyndon minimal. 

Par exemple, le mot de Lyndon LLLRLR n'est pas minimal, puisque, si on lui ote le premier 
L, on obtient le mot LLRLR, qui est un mot de Lyndon. De meme, le mot de Lyndon LLRRLR 
n'est pas minimal. En effet, I'entier maximal dans I'ordre de Lyndon associe est 3 et, quand on ote 
la lettre R en position 3, on obtient LLRLR, et 3 reste maximal dans I'ordre de Lyndon associe a 
ce dernier mot. Par contre, LLRLR est minimal, puisque, d'une part, LRLR = (LR)^ n'est pas un 
mot de Lyndon et, d'autre part, I'entier maximal dans I'ordre de Lyndon associe a LLRLR est 3, 
alors que I'entier maximal dans I'ordre de Lyndon associe a LLLR est 4. 
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A ce point, on a done une application qui associe a tout diagramme de Young un nceud de Lorenz, 
et tout noeud de Lorenz est represente par au moins un diagramme de Young (standard, c'est-a-dire 
non complete). La question de la redondance du codage ainsi obtenu se repose naturellement : 

Question 1.18. Un noeud de Lorenz donne peut-il etre represente par plusieurs diagrammes 
standards ? par une infinite de diagrammes standards ? 

II est facile de voir que la reponse a la premiere question est positive : le noeud de trefle est 
represente par chacun des deux diagrammes de Young a deux cases et m . correspondant aux 
deux mots de Lyndon minimaux LLRLR et LRLRR. Ce fait est un cas particulier d'un resultat 
plus general. On appelle transpose d'un diagramme le diagramme obtenu par symetrie autour de 
la premiere diagonale, c'est-a-dire en echangeant lignes horizontales et verticales. 

Proposition 1.19. Les orbites de Lorenz associees d un diagramme de Young et d son transpose 
sont isotopes. 

Demonstration. Le patron de Lorenz est invariant par la rotation autour d'une droite horizontale 
passant par le milieu M de I'axe et echangeant les deux points selles. Une orbite codec par un 
diagramme de Young est alors envoyee sur I'orbite codec par le diagramme transpose. □ 

Par contre, on etablira une reponse negative a la seconde question avec le corollaire 12.221 : un 
nceud de Lorenz ne pent etre represente que par un nombre fini de diagrammes de Young non 
completes. 

2. PrOPRIETES TOPOLOGIQUES des NCEUDS DE LORENZ 

Dans cette partie, nous etudions I'etendue de la famille des noeuds de Lorenz, ainsi que leurs 
principales proprietes topologiques. Dans une breve section [2. 11 nous observons que tout noeud de 
de Lorenz est premier. Dans la section [2.2) nous montrons que tout noeud torique est un nceud de 
Lorenz, et que tout nceud satellite d'un noeud de Lorenz est de Lorenz, d'oii il resulte que tout 
noeud algebrique est de Lorenz. Puis, dans la section [2. 31 nous montrons que tout noeud de Lorenz 
est fibre. Enfin, dans la section [2. 4( nous en deduisons les genres des noeuds de Lorenz, avec une 
application au codage par les diagrammes de Young. 

2.1. Primalite. 

Definition 2.1. Un noeud K est dit premier s'il n'est pas somme connexe de deux noeuds non 
triviaux. 

Autrement dit, un nceud K est premier si, pour toute sphere S de dimension 2 coupant K en 
deux points, I'une des deux boules ainsi delimitees contient une corde non nouee de K . 

Theoreme 2.2. f37l Tout noeud de Lorenz est premier. 

Schema de la demonstration. Soit K un noeud de Lorenz et S une sphere coupant K en deux 
points. Le fait que K soit une orbite periodique sur le patron de Lorenz donne des contraintes sur 
la position de S dans lesquelles se trouvent etre suffisamment fortes pour montrer que I'une 
des deux cordes delimitees par S est non nouee. □ 

2.2. Nceuds toriques, satellites et algebriques. 

Definition 2.3. Un nceud est dit torique de type {p, q) s'il pent etre trace sur la surface d'un tore 
plonge de maniere standard dans R^, de sorte qu'il coupe p fois chaque meridien du tore, et q fois 
chaque parallele. 

Proposition 2.4. ^ Tout noeud torique est un nceud de Lorenz. 
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Fig. 2.1. La tresse de Lorenz associee au mot LLRLRLR. Sa cloture est un noeud torique 
de type (4,3). 

Demonstration. Par construction, un noeud torique de type (p, q) est cloture d'une tresse ou p brins 
passent parallellement par-dessus q autres brins (voir figure [2?T|) . Par definition, une telle tresse est 



Definition 2.5. Soit Ki, un nceud dans S'^ et Ki un noeud dans x non isotope a {*} x 
Le nceud satellite de Ki sur Ki, est le noeud image de Ki dans S"^ lorsque I'espace ambiant D'^ x S-'^ 
de Ki est identifie avec un voisinage tubulaire de Ki,. Si Ki est un noeud torique, on dit aussi que 
le noeud obtenu est un cdblage de Kh. 

La notion de satellite generalise celle de somme connexe : s'il existe x dans §^ et un disque 
dans x §^ isotope a x {x} coupe une fois exactement par Ki, alors le satellite de Ki sur Kj, 
est la somme connexe de ces deux noeuds. 

Proposition 2.6. 4] Si K^ est un noeud de Lorenz et T{p, q) un n(Eud torique de type (p, q), avec 
p,q > 0, plonge naturellement dans un tore plein, alors le satellite de T{p, q) sur Ki, est encore un 
noeud de Lorenz. 

La demonstration est esquissee sur la figure 12.21 



Fig. 2.2. Construction d'un satellite d'un noeud de Lorenz. On part d'un noeud de Lorenz 
Kb plonge dans le patron de Lorenz, ici en haut a gauche. On epaissit les brins de Kb en 
q brins paralleles, ici en haut a droite avec g = 2. Au voisinage d'un quelconque des deux 
points selles du patron, ici celui de droite, on fait passer le brin le plus proche du point selle 
par-dessous ses g— 1 brins voisins. Cette operation peut etre repetee un nombre p quelconque 
de fois, ici p = 1, et on obtient alors toujours un noeud de Lorenz, en bas. 

Etant donnee une hypersurface algebrique H de C^, identifie avec M**, et un point P sur H, 
I'intersection I'Ch.s entre H et la sphere de rayon e centree en P est un noeud, avec eventuellement 
des points singuliers. Dans [2B], J.Milnor montre que, pour e assez petit, le noeud Kn.e n'a pas 
de points singuliers, et par consequent sa classe d'isotopie est independante du rayon e. Si P est 



une tresse de Lorenz. 



□ 
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un point regulier de la surface, alors le noeud en question est trivial. Par contre, si P est un point 
singulier, ce noeud n'est pas trivial. 

Definition 2.7. [26] Un noeud K est dit algebrique s'il est la classe d'isotopie de I'interseetion 
d'une hypersurface algebrique de C^, identifie avec R'*, avee une sphere centree sur un point de la 
surface et de rayon sufHsamment petit. 

Proposition 2.8. 4 Tout noeud algebrique est un noeud de Lorenz. 

Schema de la demonstration. II est demontre dans [llj et [26j que tout noeud algebrique pent etre 
obtenu par cablages successifs a partir d'un noeud torique. La proposition 12.61 assure alors qu'a 
chaque etape de cblage, le noeud obtenu est de Lorenz. □ 

Le resultat suivant est une reciproque partielle de la proposition [2?6l 

Theoreme 2.9. |13j Tout noeud de Lorenz qui est un satellite d'un noeud de Lorenz est satellite 
selon le schema de la proposition \2.6l c'est-d-dire satellite d'un noeud torique sur un noeud de 
Lorenz. 

Schema de la demonstration. L'idee est la meme que pour demontrer la primalite : si K est un 
noeud de Lorenz qui est un satellite, alors il existe un tore T plonge de maniere non triviale 
dans et contenant K en son interieur. Encore une fois, le fait que K soit une orbite periodique 
du flot de Lorenz donne suffisamment de contraintes sur T pour montrer qu'il est un voisinage 
tubulaire d'un noeud de Lorenz, et qu'en son interieur le noeud K nc fait que tourner commc un 
noeud torique. □ 

Ce dernier resultat est specialement interessant, puisqu'il determine quels noeuds de Lorenz sont 
algebriques, et, lorsque c'est le cas, comment ils apparaissent comme orbites periodiques du flot de 
Lorenz. 

2.3. Caractere fibre. Le theoreme 11.111 enonce une propriete capitale des noeuds de Lorenz, a 
savoir qu'ils peuvent etre realises comme clotures de tresses positives. Une consequence notable 
est le fait qu'ils sont fibres. D'une part, ceci permet calculer le genre des noeuds de Lorenz (pro- 
position [2201) j et, d'autre part, cela corrobore I'intuition que Ics noeuds de Lorenz sont des noeuds 
simples : la structure du complementaire d'un noeud fibre est bien mieux comprise que celle d'un 
noeud quelconquc. 

Definition 2.10. Soit K un entrelacs oriente dans S'^. On appelle surface de Seifert pour K une 
surface orientable de S'^ dont le bord oriente est K. On appelle genre de K le genre minimal d'une 
surface de Seifert pour K. 

Notons qu'un noeud est trivial si et seulement si il borde un disque dans done si et et 
seulement si son genre est nul. La figure 12.31 montre une surface de Seifert pour une tresse de 
Lorenz, dont nous verrons que le genre est minimal f proposition 12. 19) 1 . 

Definition 2.11. Un noeud K dans S"^ est dit fibre si son complementaire fibre sur le cercle 
c'est-a-dire s'il existe une surface de Seifert 'Sk pour K et un diffeomorphisme h de "Ek preservant 
le bord tels que le complementaire de K dans S"^ est isomorphe a Y^k x [0, ^]/ (h(x),o)~(x,i)- 

On remarque que, via I'isomorphisme de la definition l2.1H la projection 9 sur le deuxieme facteur 
definit une fonction de \ K sur §^ qui possede les proprietes suivante^ : 
(?) 6 est lisse et sans point critique ; 



'On dit alors que couple (K,d) est un libre ouvert, K est la reliure et les fibres 9 ^{t) sont les pages. 
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Fig. 2.3. Une surface de Seifert pour le noeud de Lorenz de code LLRLRRLR. La meme 
construction est valable pour toute cloture de tresse positive. D'apres la proposition 12.191 
cette surface est de genre minimal. 

(m) sur un voisinage tubulaire N(K) du noeud homeomorphe a un tore plein xD^, la fonction 9 
s'identifie a la fonction argument sur le facteur D^. 

Le noeud trivial est un exemple de nosud fibre. On part d'un cercle en metal que Ton trempe dans 
du savon liquide ; quand on ressort le cercle, le savon forme un disque horde par le nceud en metal, 
lequel est topologiquement trivial. En soufflant sur la pellicule de savon pour la gonfler jusqu'a 
son eclatement, on definit une fibration sur I'intervalle [0, 7r[. En refaisant la meme operation en 
soufflant de I'autre cote, on definit une fibration sur ] — tt, 0]. 

Regardons S'^ comme la sphere unite de C^, c'est-a-dire comme I'ensemble des couples (zi,Z2) 
de nombres complexes verifiant + |z2|^ — 1. Pour tout A dans C U {oo}, I'ensemble {{zi, Z2) \ 
zi = XZ2} est un nceud trivial dans S'^. Un entrelacs constitue par une union quelconque de 
tels noeuds triviaux est un entrelacs dit de Hopf : deux composantes distinctes ont un nombre 
d'enlacement egal a +1. Par exemple, I'ensemble {(zi,Z2) | zi = ±22} est un entrelacs de Hopf a 
deux composantes. 

Lemme 2.12. Tout entrelacs de Hopf est fibre. 

Demonstration. Soit i?„ un entrelacs de Hopf a n composantes. Sans restreindre la generalite, on 
peut supposer que iJ„ est deflni comme le lieu d'annulation du polynome 

n 

Pn{zi,Z2) ^W_{zi- kz2). 
k=l 

Pour tout 9 dans [0, 27r[, I'ensemble {(zi,Z2) | arg(P„(zi, Z2)) = 9} est une surface dont le bord 
est Hn. L'argument du polynome P induit alors une fibration de S'^ \ i7„ sur □ 

La demonstration precedente peut etre adaptee pour montrer que tout entrelacs algebrique est 
fibre ^26]. Le resultat principal de cette section est une generalisation qui implique en particulier 
que les noeuds de Lorenz sont fibres. 

Theoreme 2.13. |31[31] Tout entrelacs qui est cloture d'une tresse positive est fibre. 

L'idee de la demonstration est de construire de proche en proche une fibration pour chaque tresse 
positive en ajoutant un a un les croisements. Comme I'entrelacs de Hopf a deux composantes est 
fibre, on I'utilise comme brique elementaire. D'autre part, on peut recoUer certaines fibrations 
dans S'^ si elles sont non triviales sur des ensembles suffisamment disjoints. La notion de somme 
de Murasugi formalise cette idee, et on va I'utiliser comme ciment de la construction. 

Pour la fin de cette section et pour plus de commodite, nous identifions avec R"^ U {00}. 
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Deflnition 2.14. (Voir figure [2^ Soit Si et S2 deux surfaces plongees dans M"^ de bords respec- 
tifs Ki et A'2. Soit 11 un plan separant R'^ en deux demi-espaces ouverts Bi et i?2- On suppose 
que 

(i) El est incluse dans I'adherence de Bi et E2 dans I'adherence de B2 ; 

(ii) El n S2 est un 2n-gone D contenu dans 11 ; 

(iii) Ki et K2 sont deux nceuds se coupant uniquement aux sommets xi, . . . , X2n de D. 

On definit alors la somme de Murasugi Ei ^ E2 des surfaces Ei et E2 comme leur reunion Ei U E2. 
Par extension, on definit la somme de Murasugi Ki # K2 des nceuds Ki et K2 comme le noeud 

KlUK2\[j^]x^,X,+ l[. 




Fig. 2.4. La somme de Murasugi de deux surfaces a bord. 

La somme de Murasugi generalise la somme connexe, qui correspond au cas n = 1 dans la 
definition. EUe generalise egalement le plombage, qui correspond au cas n — 2. La somme de 
Murasugi est une operation geometrique naturelle pour les surfaces (et pour les nceuds qu'elles 
bordent), a savoir qu'elle conserve plusieurs proprietes importantes [151 [IS], comme par exemple 
le fait d'etre une surface incompressible, le fait d'etre une surface de genre minimal, ou encore le 
fait d'etre un nceud fibre, comme nous allons le voir. 

L'idee fondamentale pour montrer que la somme de Murasugi de deux nceuds fibres est un noeud 
fibre consiste a dcformer prealablement les fibrations associees pour qu'elle soient non triviales sur 
des ensembles disjoints, d'oil la definition suivante. 

Definition 2.15. Soit K un noeud fibre, 6 : \ K 1-^ E>^ definissant la fibration associee et 11 
une sphere de dimension 2 divisant S'^ en deux boules Bi et B2. On dit que la fibration 6 est 
tangente inferieurement (resp. superieurement) a H si 

(i) il existe un polygone P de sommets Xi,X2t ■ ■ ^ X2n sur H tel que K rencontre H le long des 
cotes [a;ia::2], ■ ■ ■ , [x2n-iX2n] {resp. [x2X^], . . . , [x2„a;i]) de P et i^' ne passe pas dans B2 (resp. Bi) ; 

{ii) A^(iir)nn consiste en un2e-voisinage des cotes [a;ia;2], . . . , [x2n-iX2n\ {resp. [x2Xz\^ ■ ■ . , [x2nXi]) ; 

{Hi) a I'exterieur d'un e-voisinage N{P) du polygone P dans II, la fonction 9 vaut d'lm cote 
de P et TT de I'autre ; 

{iv) a I'interieur de N{P), la fonction 9 prend ses valeurs dans I'intervalle [0,7r] {resp. [tt, 27r]). 

Si on voit une fibration comme le deplacement continu d'une fibre qui remplit tout le complementaire 
d'un noeud, alors une fibration est tangente superieurement a un plan si, sous ce plan, la fibre se 
deplace comme la bulle de savon decrite pour la fibration du noeud trivial. Le resultat suivant as- 
sure qu'etant donne un noeud fibre K et une sphere P tangente a K, on peut supposer la fibration 
tangente a P. 

Lemme 2.16. Soit K un nceud fibre dans §^ = U {00} et 9 : 'B^ \ K 'S^ la fibration associee. 
Soit n une sphere de dimension 2 divisant S'^ en deux boules Bi et B2, telle que K rencontre 
n le long d'un nombre fini de courbes [X1X2], . . . , [x2n-iX2n] ( resp.[a;2a;3], . . . , [a;2na;i]^ bordant un 
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polygone P et K ne passe pas dans B2 ( resp. Bi ). Alors on pent deformer P, II et par isotopie de 
sorte que H passe par le point a Vinfini et que 9 soit tangente inferieurement ( resp. superieurement) 
a P. 




Fig. 2.5. Deformation de la fibration pour obtenir une fibration triviale dans le demi-plan superieur. 



Demonstration. (Voir figure 1^751 ) Comme K ne passe pas dans ,62 , on pent contracter 11 dans un 
voisinage d'un polygone D ayant xi, . . . , X2n pour sommets. Comme D est contractile, on pent 
s'assurer que D est inclus dans la fibre 9~^{0). Deformons alors 11 comme sur la partie gauche 
de la figure [2T5l pour que 11 n S'' \ N{K) consiste en deux copies de D, I'une dans la fibre 9~^{0) 
et I'autre dans la fibre 9^^(e). On pent alors zoomer sur B2, qui est la partie comprise entre les 
fibres 9~^(0) et 9~^{e), pour lui faire remplir tout le demi-espace superieur. On pent egalement 
composer 9 a droite par un difFcomorphisme du cercle envoyant I'intervalle ]0,e[ sur ]0,7r[. Si on 
pense au parametre de la fibration comme a un temps, cela revient a ralentir le temps pour passer 
un temps tt dans le demi-espace superieur. La fibration obtenue est alors semblable a celle qui est 
representee sur la partie droite de la figure [231 qui est tangente inferieurement a P. □ 

Ces preliminaires nous permettent de montrer le resultat-cle suivant. 

Theoreme 2.17. 15J Soit Ki et K2 deux nceuds fibres. Alors leur somme de Murasugi Ki =ff K2 
est fibree. 
















\ yy- 









Fig. 2.6. Le collage de deux fibrations pour obtenir une fibration de la somme de Murasugi 
de deux nceuds. 



LES NCEUDS DE LORENZ 



17 



Demonstration. (Voir figure [2T6l ) Soit 9i une fibration associee a Ki, O2 une fibration associee a 
et n la sphere le long de laquelle sont recoUes les noeuds Ki et K2- D'apres le lemme [2.16| on 
peut deformer Ki et 9i de sorte que la fibration 9i soit tangente inferieurement a 11, et de meme on 
peut deformer K2 et O2 de sorte que 62 soit tangente superieurement a H. La somme de Murasugi 
Ki # K2 est alors obtenue en recoUant le demi-espace inferieur associe a Ki et le demi-espace 
superieur associe a K2, et en supprimant les arcs formant le polygene xi, . . . , X2n dans H. 

On definit une nouvelle fonction 6, dont nous montrerons par la suite qu'elle induit une fibration. 
Sur le demi-espace inferieur, 9 coincide avec 6*1, sauf au voisinage des arcs [xi,X2\, ■ ■ ■ , [x2n-iX2n\ oh. 
61 n'etait pas definie. De meme, sur le demi-espace superieur, 9 coincide avec 92, sauf au voisinage 
des arcs [x2,X3], . . . , [a;2na;i] ou 92 n'etait pas definie. 

Au voisinage des arcs [xi, X2], [2:3, . . . , [x2n-iX2n], la fonction 9 est definie sur le demi-espace 
superieur, et varie de tt a 27r quand on se deplace de I'exterieur vers I'interieur du polygone. Elle 
est egalement definie sur le demi-espace inferieur jusqu'a la frontiere d'un voisinage tubulaire de 
ces arcs, et varie egalement de tt a 27r quand on se deplace de I'exterieur vers I'interieur sur cette 
frontiere. On cherche done a prolonger 9 sur n cylindres disjoints, sachant que, sur le bord de ces 
cylindres, 9 varie de tt a 27r comme indique sur la gauche de la figure [2771 On le fait a I'aide de la 
fonction hauteur indiquee a droite de la figure 12.71 De meme on prolonge 9 avec des valeurs dans 
I'intervalle [0, tt] dans le demi-plan superieur au voisinage des arcs [x2, X3], . . . , [a;2na:^i]- 




Fig. 2.7. Completion de la fibration d'un somme de Murasugi a partir de la reunion des 
fibrations associees a chacun des demi-espaces. A gauche, la fibration au voisinage d'un arc 
de type ]xi,Xi+i[ pour chacun des deux noeuds Ki (en haut) et K2 (en bas). Les arcs 
representent les niveaux de la fonction 6, et plus precisement intersection des fibres avec un 
voisinage tubulaire de Ki et K2 respectivement, sur la partie du bas, on a egalement ajoute 
les niveaux de 9 dans le plan D de recollement. En haut a droite, la partie sur laquelle il faut 
definir de nouvelles valeurs pour la fonction 6, qui est un cylindre. Les conditions au bord 
sont alors fixees. En bas a droite, un feuilletage d'un cylindre remplissant ces contraintes de 
bord. 

La fonction 9 est alors definie sur tout §^ \ N{Ki # K2), et a valeurs dans S""^. 

Pour verifier que 9 induit une fibration, etablissons que la fonction 9 n'a pas de singularite. 
Comme les fonctions 9i et 92 sont transverses au plan H de recollement, et sans singularite, et 
comme 9 coincide partout hors de N{Ki) U N{K2) avec I'une de ces deux fonctions, la fonction 9 
est sans singularite hors de N{Ki) U N{K2). Sur la partie N{Ki) U N{K2), le prolongement de 9 
a ete justement choisi pour ne pas faire apparaitre de singularite. 
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Pour completer la demonstration, il reste a verifier que 9 est bien un argument au voisinage 
de Ki ^ K2- Le seul endroit oii la condition pourrait ne pas etre remplie est autour des points 
cci, . . . , X2n- La figure [^TBl montre que la fonction 9 y est bien de la forme desiree. □ 

On est maintenant pret pour demontrer que la cloture de toute tresse positive est un entrelacs 
fibre. 

du th6oreme \2.1!A Soit h une tresse positive et K sa cloture. On reconstruit I'entrelacs K de proche 
en proche en empilant des entrelacs de Hopf a deux composantes selon un ordre qui assure qu'a 
chaque etape I'entrelacs intermediaire obtenu est fibre. Pour cela, on definit m briques elementaires 
pour K en associant a chaque paire de croisements associes au meme generateur cfi et consecutifs 
un entrelacs de Hopf a deux composantes. On numerote ces briques, de gauche a droite, et dans 
chaque colonne de bas en haut (voir figure 1^751) . Chaque brique elementaire est fibree d'apres le 
lemme 12.121 Pour i allant de 1 a m, on definit Ki comme I'entrelacs forme par la somme de 
Murasugi des i premieres briques, assemblees selon la meme configuration que dans K . On montre 
par recurrence sur i que Ki est fibre. En effet, grace a I'ordre choisi sur les briques, pour tout z, la 
frontiere de la z-ieme brique fournit une sphere tangente a la fibration associee aux z — 1 premieres 
briques, soit a Ki^i. D'apres le lemme [^.171 I'entrelacs Ki obtenu en recoUant la z-ieme brique est 
egalement fibre. On en deduit par recurrence que I'entrelacs K , qui coincide avec K^m est fibre. □ 




Fig. 2.8. Construction iterative de la fibration associee a la cloture d'une tresse positive. 
Chaque brique correspond a un entrelacs de Hopf a deux composantes. En les empilant dans 
I'ordre prescrit, on s'assure que la somme de Murasugi fibre a chaque etape de la construction. 

Remarque 2.18. On a utilise la positivite de h de maniere cruciale en aflirmant que chaque 
brique elementaire est fibree. En effet, si la tresse 6 a un croisement positif et un croisement negatif 
consecutifs dans une meme colonne, la brique correspondante est composee d'un entrelacs a deux 
composantes trivial, et n'est alors pas fibree. La construction par recurrence d'une fibration par la 
methode decrite ci-dessus n'est done plus possible. Par contre, I'argument pent etre etendu au cas 
d'une tresse homogene, definie comme une tresse possedant une decomposition dans laquelle, pour 
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chaque i, I'un au plus des generateurs ai ou a.-^ apparait. Ceci montre par exemple que le noeud 
de huit, cloture de la tresse <Tia2 <yi<y2 i fibre. 

2.4. Genre. Dans la section precedente, on a montre qu'un nocud qui est cloture d'une tresse 
positive est fibre. La technique utilisee a egalement permis de construire une fibre pour la fibration 
associee. Dans cette section, nous utilisons ces informations pour calculer le genre des noeuds de 
Lorenz et en deduire un critere simple permettant de montrer qu'un noeud donne n'est pas un 
nceud de Lorenz. 

Proposition 2.19. Soit b une tresse positive, K sa cloture, et S la surface de Seifert associee 
selon le schema de la Haure [KM Alors S est une surface de Seifert de genre minimal pour K . 

Demonstration. Reprenons les notations de la section precedente. On a vu que le nceud K admet 
une fibration definie par une fonction 9 telle que E = ^"-'^(0). Comme definit une fibration de 
S'^ \ K, le revetement cyclique infini du complementaire de K est isomorphe a 9~^{Q) x M. De 
meme, pour toute surface de Seifert Y,k de genre minimal, le revetement cyclique infini de K est 
isomorphe a x R. Or le revetement est unique, et done, par factorisation, deux surfaces de 
Seifert de genre minimal pour un nceud fibre sont isotopes dans \ K . □ 

Proposition 2.20. Soit n la periode d'un noeud de Lorenz K et c le nomhre de croisements d'une 
tresse de Lorenz associee. Alors le genre g de K est donne par la formule 2g = n — c. 

Demonstration. La fibre 0~^(O) exhibee dans la preuve du theoreme 12 . 1 31 est une surface de Seifert 
de genre minimal. Or, par construction, 0~^(O) est isotope a la surface de Seifert representee sur 
la figure 12.31 Par consequent cette derniere est de genre minimal. Or on verifie facilemet que sa 
caracteristique d'Euler est 1 + c — n et qu'elle n'a qu'une composante de bord, done son genre 
est(n-c)/2. □ 

On a vu dans la proposition 11.141 que chaque noeud de Lorenz est realise par une infinite d'or- 
bites du flot de Lorenz, et, par consequent, est associe a une infinite de tresses de Lorenz. La 
proposition 12.20] implique que, pour toutes ces tresses, la quantite n — c, difference entre le nombre 
de brins et le nombre de croisements, prend la meme valeur. 

La proposition 1 2 . 20l se reformule directement en termes de diagrammes de Young. 

Corollaire 2.21. Le genre d'un nwud de Lorenz associe a un diagramme de Young est la moitie 
du nombre de cases de ce diagramme. 

Nous avons vu avec la proposition 11.19] que deux diagrammes de Young distincts peuvent coder 
le meme noeud de Lorenz. Par contre, nous pouvons maintcnant borncr supcrieurement le defaut 
d'injectivite de ce codage. 

Proposition 2.22. Pour tout n(Bud de Lorenz K, il n'y a qu'un nombre fini de diagrammes de 
Young standards associes a K . 

Demonstration. Si -ftT a pour genre g, tout diagramme de Young associe K a, 2g cases en vertu du 
corollaire 12.211 Or il n'existe qu'un nombre fini de diagrammes de Young ayant 2g cases. □ 

Ce resultat fournit im moyen de demontrer qu'un nceud donne n'est pas un noeud de Lorenz. Par 
exemple, le noeud de huit n'est pas un noeud de Lorenz, car son genre est 1, et les seuls diagrammes 
de Young a deux cases sont tons deux associes au noeud de trefle. 

Proposition 2.23. Parmi tous les noeuds admettant un representant planaire ayant au plus seize 
croisements, exactement vingt sont des noeuds de Lorenz. 
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Demonstration. Dans nous avons determine les polynomes d'Alexander et de Jones de tous 
les noeuds de Lorenz de periode au plus 21. Cette liste inclut en particulier tous les noeuds de 
Lorenz de genre au plus 9. Or elle ne compte que vingt nceuds ayant au plus seize croisements. Si 
on s'interesse a la question de savoir quels noeuds ayant au plus seize croisements sont de Lorenz, 
cette liste est sufSsante puisqu'un noeud ayant au plus 2g + 1 croisements est de genre au plus g. 
Par consequent, les noeuds ayant au plus seize croisements sont de genre au plus 8, et done out ete 
recenses dans la liste de [9j. □ 

3. L'iNDICE DE TRESSE 

Nous poursuivons maintcnant I'etude topologique des noeuds de Lorenz en determinant de fagon 
detaillee leur indice de tresse, c'est-a-dire le plus petit nombre de brins d'une tresse representant 
ce noeud. Pour ce faire, nous introduisons dans la section [3.11 une nouvelle famille de tresses, dite 
de Birman- Williams, de sorte qu'une orbite de Lorenz donnee est cloture de la tresse de Birman- 
Williams associee. Le nombre de brins d'une tresse de Birman- Williams est, par definition, le pas de 
I'orbite de Lorenz associee, une donnee combinatoire qui se lit par exemple sur les mots de Lyndon. 
Nous montrons ensuite que ce nombre de brins est minimal parmi ceux de tresses dont I'orbite est 
la cloture. Pour ce faire, nous utilisons un resultat general sur I'indice de tresse d'un noeud qui 
est cloture d'une tresse positive, dii a J.Franks, H.Morton et R.Williams ftheoreme l3.5|FI . Nous 
donnons unc demonstration detaillee de ce resultat, a la fois pour son interet propre et pour offrir 
une version plus complete que celle de Particle original |14j. La section [3T2l rappelle la construction 
recursive du polynome HOMELY a partir des relations d'echeveau et introduit le formalisme des 
arbres de calcul positifs. Dans la section [X51 nous introduisons une variante du polynome HOMFLY 
qui est bien adaptee au cas des noeuds qui sont clotures de tresses positives. Ceci nous mene 
finalement dans la section 13.41 a la demonstration du theoreme 13.51 et a son application au calcul 
de I'indice de tresse des noeuds de Lorenz. 

3.1. Tresse de Birman— Williams et indice de tresse. Dans le theoreme 11.111 on a associe 
a toute orbite 7 du Hot de Lorenz une tresse privilegiee, dite tresse de Lorenz, dont la cloture 
represente le noeud K associe a 7. En deformant le patron comme sur la figure lXTl on fait apparaitre 
une autre tresse dont la cloture est K . Cette tresse, dite de Birman- Williams , est, comme la tresse 
de Lorenz, une tresse positive. Par contre, ce n'est pas une tresse de permutation. Elle fournit im 
representant plus econome que la tresse de Lorenz dans la mesure 011 elle met en jeu moins dc brins 
et moins de croisements. 

Pour decrire les tresses de Birman- Williams, on definit d'abord le pas d'une orbite de Lorenz. 

Definition 3.1. On appelle pas d'une orbite periodique du flot de Lorenz le nombre d'occurrences 
du mot LR dans le code reduit de cette orbite. 

En termes de tresses de Lorenz (voir la figure 11.41) . le pas correspond au nombre de brins 
traversant, dans chaque sens, la ligne imaginaire separant les p premiers brins des n — p derniers. 
En termes de diagrammes de Young (voir la figure II. 6p , le pas est le plus grand entier t tel qu'on 
puisse inscrire un carre (t — 1) x (t — 1) dans le diagramme de Young correspondant a I'orbite. 

On rappelle que, pour t entier positif, designe la tresse (cti . . . crt_i)* correspondant a un 
tour complet dc t brins sur eux-memes. Par ailleurs, une tresse positive b est dite multiple de 
s'il existe une tresse positive b' verifiant b — A^b'. 



^he nom de H. Morton n'apparait pas dans les auteurs de Particle 1141 . mais il y est mentionne que ce dernier 
est aussi I'auteur d'une demonstration du theoreme 13.51 
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Fig. 3.1. Le patron de Lorenz deforme pour que le flot soit ascendant sur la branche droite 
et descendant sur la branche gauche. 

Theoreme 3.2. ^ Soit 7 une orbite periodique du flot de Lorenz de pas t et de permutation tt, 
et soit K le noeud associe. Soit b la tresse d t brins 

t-i 1 

(3.1) A2 \{{a,a2...a.,r H K-i---^.r-N 

i=l i=t-l 

avec 

(3.2) rii = card{j |7r(j) - j = i + 1 et 7r(j) < 7r^(j)} 

(3.3) rrii = card{j | j - 7r(j) = i + 1 et 7r(j) > ir'^ij)}. 
Alors la cloture de la tresse b est un representant de K . 

Esquisse de la demonstration. On decrit I'image de la tresse de Lorenz de la figure [L4l quand on 
la deforme selon le schema indique sur la figure 13.11 □ 

La tresse definie par la formule p.ip est appelee tresse de Birman- Williams pour I'orbite 7. 

Exemple 3.3. Revenons a I'orbite partant du point 5/31. Le mot de Lyndon associe est LLRLR, 
qui contient deux fois LR. Le pas vaut done 2. La permutation de Lorenz est (13524), le seul 
indice non nul dans la tresse de Birman- Williams est alors ni qui vaut 1, et done la tresse de 
Birman- Williams associee est af, dont la cloture est bien un nceud de trefle. 

Notre but dans la suite de cette partie est de demontrer le resultat suivant. 
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Theoreme 3.4. L'indice de tresse d'un nwud de Lorenz est egal au pas de toute orbite du flat de 
Lorenz le realisant. 

Eu egard au theoreme 13.21 le theoreme 13.41 est un coroUaire direct du resultat suivant, qui est 
celui que nous aUons demontrer dans la suite. 

Theoreme 3.5. [14j Soit K un nceud qui est la cloture d'une tresse positive hat hrins multiple 
de Aj . Alors l'indice de tresse de K est egal d t. 

3.2. Le polynome HOMFLY et les arbres de calcul. La demonstration du theoreme 13.51 va 
faire appel au polynome HOMFLY, aussi appele HOMFLY-PT. Celui-ci est une extension a deux 
variables du polynome de Jones, et, comme ce dernier, il admet une definition simple en termes de 
relations d'echeveau pour les diagrammes planaires. 

Soit K un entrelacs oriente et une projection planaire reguliere de if, c'est-a-dire ne 
possedant qu'un nombre fini de points multiples et telle que ceux-ci soient tous des points doubles. 
Choisissons un point double M de . Definissons K- comme I'entrelacs admettant la meme pro- 
jection que sauf au point M, oii les brins du dessus et du dessous sont echanges, et definissons 
Kq comme I'entrelacs oriente oii le croisement en M a ete supprime (voir figure [37^ . Alors, par 
definition, les polynomes HOMFLY des trois entrelacs associes sont relies par la relation 

(3.4) X Pk^ + x-^Pk_ +y Pko-- 0, 

dite relation d'echeveau. Designons par Q noeud trivial. En imposant Pq = 1, le polynome Pk 
est alors defini de maniere unique pour tout nceud K. Noter que la relation d'echeveau impose 
PQk = (— (x + a;~^)/j;) , oil O'^ designe la reunion de k noeuds triviaux deux a deux non 
enlaces. Le polynome de Jones correspond a la specialisation y = 1. Une description plus precise 
du polynome HOMFLY pent etre trouvee par exemple dans [211 chapitre 15]. 




X P{K+) + x-^P{K^) + y P{Ko) = 
Fig. 3.2. La relation d'echeveau definissant le polynome HOMFLY. 

Le calcul effectif du polynome HOMFLY d'un noeud pent s'eflectuer en introduisant un arbre de 
calcul dont les bifurcations successives correspondent aux points doubles oii la relation d'echeveau (|3.4|) 
est invoquee. Un choix arbitraire des points doubles pent mener a une boucle, par exemple si on 
choisit deux fois de suite le meme point. Par contre, on va voir que, pour autant qu'on change de 
point d'application a chaque etape, le processus de calcul converge en un nombre fini d'etapes. 

Comme nous considerons dans la suite des tresses qui ne possedent pas toutes le meme nombre 
de brins, il est commode de definir une tresse marquee comme un couple (6, n) oil b est une tresse 
a au plus n brins, et une tresse positive marquee comme une tresse marquee (6, n) on b est une 
tresse positive a au plus n brins. 

Definition 3.6. On dit que deux tresses marquees (6, n) et {b',n') sont reliees par une transfor- 
mation de Markov positive si 

- ou bien on a n' = n et b' est conjuguee a b dans le groupe des tresses a n brins, 

- ou bien on a n' = n + 1 et 6' = ban , 

- ou bien, symetriquement, on a n = n' + 1 et b — b'un- 
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Remarquer que, si on note c(&, n) la difference entre le nombre de croisements positifs dans (6, n) 
et le nombre de croisements negatifs, alors la quantite c(b, n) — n est invariante par transformation 
de Markov positive. La propriete que nous utiliserons dans la suite est que, si deux tresses marquees 
sont reliees par une suite de transformations de Markov positives, alors leur clotures sont isotopes^ 

Afin de suivre le schema de calcul suggere par la relation d'echeveau p.4l) . J. Conway a introduit 
pour les tresses marquees une relation qui en est la contrepartie. 

Definition 3.7. Soit {b, n) une tresse marquee. On dit que deux tresses marquees {bo, n) et (&_, n) 
sont obtenues par scindement de Conway a partir de (6, n) s'il existe des tresses 61,62 et verifiant 

(3.5) 6 = 610-462, 60 = 6162, et 6_ = 61(7,^^62. 

Si (6, n) est une tresse marquee, on note P(b,n) le polynome HOMFLY de sa cloture. La relation 
d'echeveau (|3.4p implique que, si (60, n) et (6_, n) sont obtenues par scindement de Conway a partir 
de (b,n), alors on a 

(3.6) P{b,n){x,y) ^ -x^^yPi^bo,n){x,y) + -x^^P(^b^,,i){x,y)- 

On pent alors definir un arbre de calcul pour le polynome P, qui mime en termes de tresses 
marquees le calcul du polynome HOMFLY de la cloture. 

Definition 3.8. Soit (6, n) une tresse marquee. Un arbre de calcul positif pour {b,n) est un arbre 
binaire, oriente, fini, dont chaque sommet est etiquete par une tresse marquee, dont chaque arete 
est etiquetee par un monome de 'Z[x,x~^ ,y,y~^], et qui satisfait aux proprietes suivantes : 
(i) La racine est etiquetee {b,n). 

{a) Si S est un sommet etiquete (bg^ris) qui n'est pas une feuille, et si Sg et Sd sont ses 
fils, etiquetes respectivement lbg,ng) et {bd,nd), alors {bg,ng) et {bd,nd) s'obtiennent a partir de 
(6s,ns) en faisant d'abord une suite de transformations de Markov positives, puis un scindement 
de Conway. 

{ill) Si, de plus, les aretes reliant S k Sg ei Sd sont etiquetees par les monomes Pg et pd 
respectivement, alors on a P(b,.n,) = PgP{bg,ng) +PdP{ba.na)- 

(iv) Si / est une feuille etiquetee (bf,nf), alors 6/ est la tresse triviale a rif brins. 

S'il existe un arbre de calcul positif A pour une tresse marquee {b,n), il devrait etre clair que 
cet arbre fournit une strategic pour determiner le polynome HOMFLY de la cloture de (6, n), en 
iterant la relation d'echeveau p.6|) . En effet, notons J- I'ensemble des feuilles de A, et, pour une 
feuille / dans JF, notons p/ le produit des monomes rencontres sur les aretes de A le long du chemin 
allant de la racine a /. Alors, par construction, on a 

Pib,n) (x, y) = Y1 Pf ■ 

Par contre, il n'est pas evident a priori qu'un tel arbre de calcul existe pour toute tresse. Nous 
allons montrer maintenant que c'est bien le cas. A partir de maintenant, on ne travaille plus qu'avec 
des tresses positivcfQ. Commengons par un resultat technique sur les transformations de Markov 
positives. 



^Dans la section [L5] on a mentionne les transformations de Markov generales, 011 on pent aussi passer de (6, n) 
a {br7^^,n + 1). Rappelons que le theoreme de Markov aflirme que les clotures de deux tresses marquees sont des 
entrelacs isotopes si et seulement si on pent passer de (fe, n) a {b',n') par unc suite finie de transformations de 
Markov (generales). 

^Si on autorise egalement des scindements de Conway negatifs, c'est-a-dire ou les roles de ai et sont echanges, 
les arbres de calculs existent en fait pour toute tresse marquee. La demonstration est un peu plus longue, mais repose 
sur les memes arguments. 
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Lemme 3.9. Soit (6, n) une tresse positive marquee. Alors, par une suite de transformations de 
Markov positives, on peut transformer {b,n) en {b' ,n'), ou b' est soit la tresse triviale sum' brins, 
soit une tresse positive qui est multiple de af pour au moins un entier i. 

Demonstration. Dcfinissons le poids tt d'un mot de tresse positif par 7r((Ji) = i et 7r(?z;i?i'2) = 
tt{wi) + tt{w2). Nous allons prouver le resultat par recurrence sur le poids d'un mot de tresse w 
representant b. Le seul mot de tresse de poids nul est le mot vide, correspondant a la tresse triviale, 
pour laquelle le resultat est vrai. Soit m le plus grand entier tel que am apparait dans le mot uj. 

Si am n'apparait qu'une fois dans w, alors w est de la forme WQamWA, et done b est conjuguee 
a la tresse decrite par le mot WiW^am. Une transformation de Markov positive supprime alors le 
am final. Comme 7r(u'4U'o) = 7r(w) — m, par hypothese de recurrence, le resultat est vrai pour la 
tresse representee par le mot WjiWo, et done pour la tresse b. 

Sinon, on peut supposer que am apparait au moins deux fois dans w. Alors Ic mot w se decompose 
en woamW20'mW4 de sorte que W2 ne contienne aucun am- H y a alors trois cas possibles : 

Premier cas: am-i n'apparait pas dans W2. La tresse representee par le mot amW2(^m est 
egalement representee par ?i'2cr^, et par consequent b est conjuguee a la tresse representee par WiWQW2a'^ 

Deuxieme cas : am-i apparait une fois exactement dans W2. Alors W2 se decompose en wiam-iw^, 
et la tresse b, representee par le mot woamWiam-iw^amWA, est egalement representee par le mot 
woWiamO'rn-i<^mW3W4, dout Ic poids est aussi 7r(M;). Mais, d'apres la relation de tresse 
amO'm-iO'm, b cst aussi representee par le mot WQWiam-^iO'mO'm-iWsWi, dont le poids est Tr{w) — 1. 
L'hypothese de recurrence s'applique alors. 

Troisieme cas : am-i apparait au moins deux fois dans W2. Alors, W2 se decompose sous la forme 
wiCTm-iU'2'Jj„-iW3, avec W2 uc contenant aucun am-i - On reitere le processus a partir du mot W2, 
a la recherche de la lettre am-2- A chaque iteration, soit on trouve un mot representant la tresse 
b et contenant un facteur a^, soit le poids decroit, soit I'indice m du generateur recherche decroit. 
Cette derniere eventualite ne peut se produire une infinite de fois, par consequent le processus 
s'acheve. □ 



Le resultat suivant justific I'introduction des arbres de calcul positifs, puisqu'il donne un moyen 
de calculer le polynome HOMFLY des tresses positives. On definit la longueur £{b) d'une tresse 
positive b comme la longueur de n'importe quel mot de tresse positif representant 6. 

Theoreme 3.10. [14 // existe un arbre de calcul positif pour toute tresse positive marquee. 

Demonstration. Soit (6, n) une tresse positive marquee. La preuve se fait par recurrence sur la 
longueur £{b). Si b est de longueur nuUe, alors la tresse b est triviale, et I'arbre n'ayant qu'un 
sommet etiquete (6, n) convient. 

Sinon, on utilise le lemme [3?9l : la tresse positive marquee (6, n) peut etre convertie par une suite 
de transformations de Markov positives en {b',n'), oil b' est soit la tresse triviale, soit de la forme 
b"a^ avec b" positive. Dans le premier cas, la tresse b' est elle-meme triviale et I'arbre n'ayant qu'un 
sommet etiquete (6, n) convient. Dans le second cas, on utilise un scindement de Conway sur un des 
deux croisements ai, et les deux fils sont alors etiquetes {b"ai,n') et (6", n'). Par construction, les 
tresses positives b"ai et b" out une longueur strictement inferieure a celle de b, done, par hypothese 
de recurrence, on peut completer I'arbre de calcul sous les sommets etiquetes {b"ai,n') et {b",n'), 
et, de la, sous {b,n). □ 

3.3. Une variante du polynome HOMFLY. Dans la demonstration du theoreme l3.10l toutes 
les branches gauches de I'arbre construit sont etiquetees —x~^y et toutes les branches droites —x~'^. 
Introduisons alors une variante du polynome HOMFLY qui se comporte bien vis-a-vis des tresses 
marquees et des arbres de calcul positifs. 
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Proposition 3.11. {i) Pour toute tresse positive marquee {b, n), il existe un polyndme J{b,n) {R, C, T) 
a coefficients entiers positifs verifiant 

( x + \ 

(3.7) F(b,„) {x, y) = J(b^„) ( -x^^y, j . 

(ii) Si on donne a R, C et T les degres 1, 2 et —1 respectivement, alors J(ft „) (i?, C, T) est 
homogene de degre £{b) — n + 1, 

(Hi) Le polyndme J(b,n) ne depend que de la classe d'isotopie de la cloture de {b,n). 

(iv) Si q est le nombre de composantes de la cloture de (6, n), alors on a J(b.„)(0, C, T) = C^T'^~^ , 
oil p est un entier. 

(v) Le degre en T de J(j, „^^{R,C,T) est strictement inferieur a Vindice de tresse de b. 

Demonstration. Nous reprenons les arbres de calcul positifs construits plus haut, mais en modifiant 
I'etiquetage des aretes. Soit (b, n) une tresse positive marquee. Soit A un arbre de calcul positif pour 
(&, n), construit selon le procede decrit dans la demonstration du theoreme l3.10l Par construction, 
toutes les aretes allant vers un fils gauche de A sont etiquetees —x~^y et toutes les aretes allant 
vers un fils droit sont etiquetees — Remplagons ces etiquettes par C et R respectivement. 
Notons !F I'ensemble des feuilles de A. Definissons alors jf{R,C) comme le monome produit de 
toutes les etiquettes R et C rencontrees le long du chcmin allant do la racine a /. Enfin, posons 

(3.8) J(b,„)(i?, C,T)^Y1 ^/(^' ^) • 

A priori^ la valeur de J{b,n) depend de I'arbre de calcul choisi. C'est seulement lorsque nous 
aurons demontre le point (Hi) que nous en deduirons que J{b,n) ne depend que de la cloture 
de (6, n). 

Le point (i) se deduit immediatement de la definition de J, puisque, pour le definir, on a repris 
les arbres de calcul positifs introduits pour calculer le polyndme HOMELY, en remplagant les — 
par R, les —x~^y par C, et les —^±2 — par T. Or, pour toute feuille / dans le nombre de brins 
Uf de I'etiquette est egalement le nombre de composantes du noeud (trivial) associe. 

Demontrons le point (ii). Si on a une arete etiquetee C et reliant des sommets de A etiquetes 
respectivement (bo^no) et (6i,ni), alors, par definition de I'arbre de calcul et des scindements de 
Conway, on a 

eibi) - m = iibo) - no - 2 = iibo) -no- deg(C). 

De meme, si on a une arete etiquetee R, on a 

e{bi) -ni= £{bo) -no-l = £{bo) - no - deg(i?). 

Par recurrence, si la racine de A est etiquetee (6, n) et si / est une feuille dont I'etiquette est une 
tresse triviale a nf brins, on a 

£{b) -n = degUf) -Uf^deg {jf ■ T^>-^) - I. 

Somme de monomes tons de meme degre, J{b,n){R, C, T) est done homogene de degre £{b) — n + 1. 

Demontrons maintenant le point {iii). Revenons aux arbres de calcul positifs calculant le po- 
lynome HOMELY. On remarque que, si / est une feuille de A, on a I'egalite deg(j/) = deg^{pf). 
Or, si (6, n) est I'etiquette de la racine de A et s\ f est une feuille, on a 

t{b) -n^ deg(j/) - «/ = deg^(p/) - nj. 

Par consequent, il existe un exposant s{f ) verifiant pf{x,y) — ±y''(/)a;"~^('')~"^ , d'oil 

/ I -1 \ "/^i 
Pf{x,y)- y ] -±2/^(-^'-"^+ix""^('')+i(l + a;-2)n/-i. 
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Posons k = n — £{b) + 1. Par definition d'un arbre de calcul positif, on a alors 
II existe par consequent des entiers a.y unique verifiant 

Pib,n)i^,y) = Y.a^,,x^-^f+^{{x+x-^)/yy = Y.^~l)'^a,,{-x-^)-'^{-ylxr+\-{x+x-^)/yy. 

En substituant C = — .t^^, R = —y/x ct T = —{x + x^^)/y, on obtient 

(3.9) PibM^,y) = J2(-l)'^a,,R'+^C-'^T^. 

hi 

Appelons J{R,C\T) le polynome du second membre de (|3.9p . Alors J est homogene de degre 
— fc si on domic k R,C et T les poids 1,2 et —1 respectivenient. Comme les ne dependent 
que de P(b.n), le polynome J est I'unique polynome homogene se specialisant en lorsqu'on 
substitue C = —x~^,R = —y/x et T = —(x + x~^)/y. Or J(f,^„) a les memes proprietes, done les 
polynomes J{b,n) et J coincident. Par consequent, J(b,n) ne depend que du polynome P(b,n), et done 
a fortiori que de la cloture de (&, n). 

Pour ce qui est de remarquons que la seule branche de I'arbre A ne comportant aucune 
etiquette R est la branche la plus a droite. Soit (foo, n-o) I'etiquette d'un sommet de cette branche, 
et (&i,ni) I'etiquette de son fils droit. Alors, par construction de il existe un entier i tel qu'on 
passe de 6o a hia^ par des transformations de Markov positives. Ces transformations ne changent 
pas le nombre de composantes de la cloture, et, d'autre part, en supprimant un facteur uf d'une 
tresse, on ne change pas non plus le nombre de composantes de sa cloture. Par consequent, les 
clotures de (&0:'T'o) et (&i,ni) ont le meme nombre de composantes. De proche en proche, on en 
deduit que les nceuds associes a la racine et a la feuille la plus a droite de A ont le meme nombre 
de composantes, d'oii le point {iv). 

Enfin, pour (ti), on revient a la formule p.Sp . Observons que I'exposant maximal de T dans J(b,n) 
est de la forme — 1 pour une certaine feuille / de A. Or, le nombre maximal de composantes 
d'un entrelacs associe a une feuille est borne par le nombre de brins d'une tresse ayant cet entrelacs 
pour cloture. Done, partant d'une tresse marquee a n brins, notre construction d'arbre de calcul 
positif ne fait pas apparaitre de tresse a plus de n brins, d'oii le point {v). □ 

3.4. Application au calcul de I'indice. Les resultats precedents permettent de determiner avec 
precision I'indice de tresse de la cloture de certaines tresses positives, en particulier des tresses de 
Birman- Williams. 

Proposition 3.12. Supposons que {b,n) est une tresse positive marquee et que A est un arbre 
de calcul positif dont tous les sommets sont etiquetes par des tresses positives. Alors, si A a un 
sommet etiquete par une tresse dont la cloture a n composantes, I'indice de tresse de la cloture de 
(6, n) est n. 

Demonstration. Soit {bQ,n) le sommet de A dont I'entrelacs associe a n composantes. D'apres le 
point (iv) du theoreme 13.111 le polynome a coefhcients positifs J(ba.n) & moins un monome 
dont I'exposant de T est egal a n — 1. Alors, en utilisant I'arbre de calcul A, on deduit J(b.n) = 
PiJ(bo,n) + ^2j Oil Pi et P2 sont des polynomes a coefficients positifs. Par consequent, J(b,n) a 
au moins un terme dont le degre en T est au moins egal a n — 1. D'apres le point (v) de la 
proposition 13.111 I'indice de tresse de la cloture de (6, n) est au moins n. D'un autre cote, b est 
une tresse a n brins, done I'indice de tresse de sa cloture est au plus n. De ces deux inegalites, on 
deduit que I'indice de tresse de la cloture de (6, n) est n exactement. □ 
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Nous sommes maintenant prets a demontrer le theoreme lB.SI 

Demonstration du theoreme \3.5\ D'apres la proposition 13.12] il sufRt de montrer que, pour toute 
tresse positive 6 a au plus t brins, il existe un arbre de calcul positif pour (A^ 6, t) contenant un 
sommet etiquete (A^ , t). On procede par recurrence sur la longueur de b. Pour 6 = 1, le resultat est 
trivial. Supposons b — Uib' . On salt, voir par exemple [17J , qu'il existe une tresse positive A' verifiant 
A( — A'cr^. On a alors A^b = A'trffe'. II existe done un scindement de Conway de la tresse positive 
marquee (6, t) en les tresses positives marquees (A'aib' , t), c'est-a-dire (A^ 5', t), et (A'6', t). Comma 
la longueur de 6' est strictement inferieure a celle de 6, I'hypothese de recurrence garantit qu'il 
existe un arbre de calcul positif A' pour {Afb',t) contenant un sommet etiquete {Af,t). Comme 
A'b' est une tresse positive, on peut completer A' en un arbre de calcul positif pour (Aj 6, t), lequel 
contient un sommet etiquete (Aj,i) puisqu'il inclut A'. □ 



4. NCEUDS DE LORENZ, NCEUDS MODULAIRES ET THEORIE DES NOMBRES 

Cette partie est consacree au lien entre noeuds de Lorenz et noeuds modulaires. On y explique 
I'origine arithmetique de ces derniers a partir des classes de conjugaison dans SL2(Z), on decrit la 
correspondance de Ghys, et on etablit les resultats nouveaux annonces dans I'introduction. Dans 
la section HTTl nous determinons des representants des classes de conjugaison dans SL2(Z). La 
section l4?2] est centree sur la correspondance classique entre les classes de conjugaison precedentes et 
les classes d'ideaux dans un ordre d'un corps quadratique, suivant une presentation qui s'appuie sur 
le premier appendice de [7j . Nous introduisons la surface modulaire et les noeuds modulaires dans 
la section 1431 C'est dans la section l44l que nous decrivons la correspondance de Ghys proprement 
dite. Puis, dans la section nous rappelons la definition du groupe des classes. Enfin, c'est dans 
la section [TBI que nous etablissons les resultats sur les orbites triviales et inverses. 

V 

nceuds 

(Ghys) 

noeuds 

modulaires de Lorenz 

f 

Fig. 4.1. Liens entre les noeuds de Lorenz et la theorie des nombres. L'existence d'un lien 
direct entre les noeoeuds de Lorenz et les classes de formes quadratiques d'une part, et les 
classes d'ideaux d'autre part, reste hypothetique. 



classes de formes quadratiques 
a coefficients entiers 



( Gauss) 



classes de conjugaison 
dans SL2(Z) 



classes d'ideaux dans 
des corps quadratiques 



4.1. Classes de conjugaison dans SL2(Z,) sous Paction de SLf (Z). Nous commengons par un 
resultat preparatoire sur les matrices de SL2 (Z) , a savoir la determination des classes de conjugaison 
de matrices hyperboliques. On rappelle qu'une matrice de SL2(Z) est dite hyperbolique si la valeur 
absolue de sa trace est strictement plus grande que 2. 

Dans SL2(M), les classes de conjugaison sont faciles a determiner, puisque, a trace t fixee, il y 
a une classe de conjugaison si |<| ^ 2 et deux classes si \t\ < 2 (les matrices de rotation rot(0) et 
rot(— 0) ne sont pas conjuguees dans SL2(K)). 
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Proposition 4.1. '30' Dans PSL2(Z), on note a la classe contenant les deux matrices ± ^ 

et b la classe contenant zt . Alors le groupe PSL2(Z) est engendre par a et b, avec les 

relations = b^ = 1. 

Appelons mot reduit un mot en les lettres a et 5 ne contenant aucun sous- mot ou . La 
proposition 14.11 impligue que tout element de PSL2(Z) est represente par un unique mot r edui10. 

Lemme 4.2. Tout element de PSL2(Z) qui n'est conjugue ni a a, ni a b, ni a b^ , est conjugue, 
dans PSL2(Z), a un element dont le representant reduit commence par b et finit par a. 

Demonstration. Soit g dans PSL2(Z). Par conjugaison, on pent permuter cycliquement I'ordre des 
lettres du mot reduit associe. Si g a un representant reduit contenant des lettres a et 6, alors on 
pent en permuter les facteurs afin que b soit en tete, et a en queue. Sinon, les seuls mots reduits 
qui ne comportent pas a la fois des a et des b sont a, 6 et 6^. □ 

Posons X — ?|ety=|l, 1|. On deduit du lemme [42l une caracterisation des classes 



^1 ly 1 
de conjugaison hyperboliques de SL2(Z). 

Proposition 4.3. Toute matrice de trace > 2 de SL2(Z) est conjuguee, dans SL2(Z), a un produit 
de matrices X etY contenant au mains un facteur X et au moins un facteur Y , et ce produit est 
unique a permutation circulaire des facteurs pres. 

Demonstration. Soit M une matrice de SL2(Z) de trace > 2. La classe de X dans PSL2(Z) est ba 
et celle de Y est 6^a. Par consequent, d'apres le lemme l4?2l il existe un produit P de matrices X 
et Y tel que M est conjuguee a ±P. Or les traces de M et P sont positives, done M est conjuguee 
a P. 

D'autre part, pour tous m et n entiers, on a tr{X'^) — ir(F") — 2. Or on a suppose tr{M) > 2. 
Done P ne pent etre ni de la forme X™, ni de la forme F", et il contient done au moins un 
facteur X et au moins un facteur Y. 

Si P' est obtenu a partir de P par permutation cyclique des lettres, P' est conjugue a P, et 
done a M. 

Enfin, I'unicite de P decoule de I'unicite du representant reduit du lemme BT^ □ 

En rapprochant la proposition 14.31 de la proposition 11.91 affirmant que les orbites periodiques 
du flot de Lorenz sont representees par les mots en deux lettres L et R, uniques a permutation 
cyclique des lettres pres, on pent entrevoir un lien entre classes de conjugaison dans SL2(Z) et 
noeuds de Lorenz. C'est ce lien qui sera explicite et approfondi dans la section [4.31 

Corollaire 4.4. Les classes de conjugaison de matrices de trace > 2 de SL2(Z) qui ne sont pas 
des puissances de matrices entieres sont indexees par les mots de Lyndon. 

Dans la suite, nous allons considerer des classes un peu plus grosses que les classes de conjugaison 
par des matrices de SL2(Z). On note SL^(Z) I'ensemble des matrices a coefficients dans Z de 
determinant ±1. On s'interesse a la conjugaison par des matrices de SLJ(Z). II est evident que, si 
deux matrices sont conjuguees via des matrices de SL2(Z), elles le sont via des matrices de SL^(Z), 
puisque SL2(Z) est un sous-groupe (d'indice 2) de SLJ(Z). 

Proposition 4.5. Toute matrice hyperbolique et de trace positive de SL2(Z) est conjuguee, dans SLJ(Z), 
a un produit de X et dcY contenant au moins un facteur X et au moins un facteur Y , et ce produit 
est unique a permutation circulaire des facteurs pres et a interversion des caracteres X et Y pres. 



^Autrement dit, le groupe PSL2(Z) est isomorphe au produit libre Z2Z * Z/3Z. 
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Demonstration. Toute matrice de determinant —1 est le produit d'une matrice de SL2(Z) par 
la matrice T = z\ . Done il sufRt de connaitre le resultat de Taction de la matrice T par 



J Oy 

conjugaison sur X ct Y pour adapter la proposition 14.31 Or on a TXT^^ = Y ct TYT^^ = X, 
done conjuguer par T revient a intervertir les lettres X et Y. □ 

4.2. Classes d'ideaux et classes de conjugaison. Nous allons maintenant etablir une corres- 
pondance classique en theorie des nombres entre classes d'ideaux d'un ordre dans un corps quadra- 
tique et classes de conjugaison de determinant non nul dans M2(Z) sous Taction de SL^(Z). Les 
resultats s'etendent a des corps de degre superieur et des matrices de taille superieure. Cependant, 
ils s'enoncent plus facilement dans le cas de la taille 2 qui nous interesse ici. 

Un corps quadratique est un corps de la forme Q[a] avec a nombre algebrique de degre 2. 
h^anneau des entiers O de Q[a] est Tensemble des elements de admettant un polynome 

minimal unitaire a coefficients entiers. Un ordre de O est un sous-anneau de O contenant Telement f 
et non reduit a Z. 

Un resultat classique affirme que O est un reseau bidimensionnel de Q[a\, c'est-a-dire un Z- 
module libre de rang 2 dans Q[a\. Un ordre est alors un sous-reseau bidimensionnel de O conte- 
nant f. 

Exemple 4.6. Dans le corps Q[\/5], Tanneau des entiers est Z[ ^^^ ]. Deux examples d'ordres sont 
Z[/5], qui est d'indice 2, et Z[i±f^], qui est d'indice 3. 

Un ideal X d'un ordre a est un sous-groupe additif de a stable par multiplication par les elements 
de o. Si (wi, W2) est une Z-base de o, alors tout ideal I de o admet une Z-base (ai,a2) 011 ai et 
a2 sont deux elements du reseau engendre par uji et UJ2- Dans la suite, on specifiera la plupart du 
temps un ideal par une Z-base qui Tengendre. 

Un ideal I d'un ordre o est dit principal s'il existe un element a dans X tel que X est exactement 
Tensemble des multiples de a par des elements de 0. On note alors (a) cet ideal. Soit X,X' deux 
ideaux de o. On dit que X et X' sont dans la meme classe s'il existe a, a' dans o verifiant {a)X = 
(a')X'. II s'agit d'une relation d'equivalence entre ideaux. Par exemple, la classe de Tideal (I) est 
Tensemble des ideaux principaux de o. Le resultat principal de cette section est le suivant. 

Proposition 4.7. 7J Soit P{x) — ~ t.x + d un polynome irreductible d coefficients entiers, et 
soit a une racine de P. Alors il existe une bijection entre les classes de conjugaison sous faction 
de SLJ(Z) de matrices A de M2(Z) verifiant P{A) — d'une part, et les classes d'ideaux de 
I' ordre Z[q;] d' autre part. 

Demonstration. Soit A dans M2(Z) verifiant P{A) = 0. Alors A admet a et d/a pour valeurs 
propres et P pour polynome caracteristique. Soit v un vecteur propre de A associe a la valeur 
propre a. Le vecteur v est unique a multiplication par un scalaire pres et pent etre choisi dans Z[q!]^. 

On note (ai, 0:2) ses coordonnees. Alors, par definition, on a v4 ( ) = a ( '^^ ) . Par consequent, 

pour tout polynome Q a coefficients entiers, on a Q{A) \ '^^\~ Q(a) ( ) ■ Done (ai, 0:2) est une 

Z-base pour un certain ideal Xy de Z[a]. 

Si v' est un autre vecteur propre associe a la valeur propre a dont les coordonnees sont dans Z[a], 
alors on a w' = \v pour un certain A dans Z[a], et done Tideal associe est {X)Xy. La classe de Xy 
ne depend done que de A. On note cette classe 

Si A' est conjuguee a A par une matrice M de SLJ(Z), alors le vecteur M~^v est un vecteur 
propre associe a la valeur propre a de A' . Comme M est de determinant ±1, Tideal Xj^-i^ est 
egal a !„, mais la base associee est differente. La classe ne depend done que de la classe de 
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conjugaison de A sous Taction de SL^(Z). Done $ induit une application bien definie, egalement 
notee $ dans la suite, de I'ensemble des classes de conjugaison de matrices A verifiant P{A) — 
vers les classes d'ideaux de I'ordre Z[a]. 

Dans I'autre direction, soit T un ideal de Z[a] et (/3i,/32) une base de T. Comme T est stable 

par multiplication par a, il existe une matrice B dans M2(Z) verifiant S ( = a (^M. Par 

\P2j \fJ2J 

consequent, B admet a pour valeur propre et ( | pour vecteur propre associe. Comme la trace 

de B est entiere, I'autre valeur propre a' de B est egale h n — a, pour un certain n dans Z. On a 
alors 

det B — a{n ~ a) — na ~ o? — na — (to — d). 
Or det i? est entier, ce qui entraine n — t = 0, et done a' est le conjugue de a. Par consequent, la 
matrice B verifie P{B) — 0. 

Si on choisit une autre base {Pi, (32) de X, alors il existe T dans SL^(Z) verifiant (/3J,/32) = 



T j . La, matrice associee est alors TBT . La classe de conjugaison de B ne depend done que 

de 1. On note cette classe de conjugaison 

Si on choisit un autre ideal I' dans la classe de X, on verifie egalement que la matrice associee 
a toute base de I' est dans ^'(I). 

On a ainsi construit deux applications $ et ^E" entre classes de conjugaison dans M2(Z) sous 
Paction de SL^(Z) et classes d'ideaux dans des corps quadratiques. La definition de 5" montre 
immediatement que $ et 5* sont inverses I'une de I'autre. □ 

Exemple 4.8. Considerons les matrices de trace 10 et de determinant 1. Le polynome du second 
degre correspondant est P{x) — — lOx + 1, dont les racines sont 5 + 2\/6 et 5 — 2\/6. Le 
corps quadratique associe est Q[\/6], dont I'anneau des entiers est Z[\/6]. Nous nous interessons 
ici a I'ordre Z[2a/6] et a ses classes d'ideaux. Une enumeration systematique des mots en X et F 
montre qu'il y a trois classes de conjugaison de matrices entieres de trace 10 et de determinant 1, 
correspondant aux mots X^Y,X'^Y'^, et X^YXY. Par la propriete 14.71 il y a done trois classes 
d'ideaux dans I'ordre Z[2\/6]. 

La question est maintenant de calculer effectivement la bijection <I> de la proposition 14.71 a 
savoir, a partir des matrices, de calculer des elements des classes d'ideaux correspondants. Une 
notion adaptee a cette fin est la suivante. 

Definition 4.9. Soit o un ordre de base (wi, ^2) et T un ideal de o de base (ai, 02). Une matrice 



M dans M2 (Z) est dite ideale pour I par rapport aux bases precedentes si on a M 



UJ2) \a2 



Proposition 4.10. Soit P{x) = x^ — t.x + d un polyndme unitaire irreductible et a une racine 
de P. Alors toute matrice A dans SL2(Z) verifiant P{A) = est de la forme A = X^CpX^^ , 
oil Xx est une matrice ideale pour un ideal X appartenant a et oil Cp est la matrice 

compagnon ^ |^ du polyndme P. Reciproquement, toute matrice X dans M2(Z) verifiant 

X^^AX — Cp est la matrice ideale d'un ideal appartenant a '^{A). 

Demonstration. Par definition de a, on a a — ^ , done, par la demonstration de la 

proposition 14.71 la matrice Cp est la matrice de ^'((1)) associee a la base (l,a) de I'ideal (1). 

Soit A une matrice de SL2(Z) annulant P. On lui a associe dans la demonstration de la propo- 
sition Wl\ une base (ai, 02) d'un ideal I appartenant a '^{A). Par definition, la matrice ideale X-z 



LES NCEUDS DE LORENZ 



31 



correspondante, relativement aux bases {l,a) de Z[q!] et (01,02) de T, verifie Xj 

'1\ /I 



1\ ^ a, 
a) \a2, 



On a done ^ f = f ) , d'ou CpX^^ f = C 



et done 



02 / \0i J \a2 



Par eonsequent, on a v4 = X^CpXj ^ , comme annonce. 

Pour la reciproque, soit {ai,a2) une base de I'ideal eorrespondant a A. On a alors A 



a 



ai 

0.2 
ai 



• Soit X verifiant X-iAX ^ C. OnadoneXC^-i f = a ( , d'ou CX-^ 



aX ^ \aj ■ ^ une valeur propre simple de C, le vecteur X ^ \oij '^^^ propre, 

et done il existe v.q dans 0(a) verifiant X^^ 1^1 — - ||, soit X~^ [ 9Q^i\ — ( ^' | d'oii 

'^'^^^ = X ^ ^ ^ . Par consequent, X est la matriee ideale de I'ideal (gai, qci2)^ lequel appartient 
a la elasse $(A). □ 

Remarque 4.11. La demonstration de la proposition 14. 101 montre en particulier que la elasse des 
ideaux prineipaux de Z[q;] correspond a la elasse de matrices contenant la matriee compagnon Cp 
du polynome caracteristique P de a. Dans le eas P{x) = —t.x-\-l, la elasse des ideaux prineipaux 
correspond egalement a la elasse de matrices engendree par la matriee puisque X^^'^Y est 

eonjuguee a Cp par la matriee i^^ M , qui est dans SLJ(Z). 



par les mots X^Y, X'^Y^ , et X^YXY . Les matrices associees a ces mots sont [\ ^ ) , ( 1 n ) ' 



Exemple 4.12. Revenons aux matrices de trace 10 et de determinant 1, lesquelles sont representees 

'I 1\ (I 2^ 

J, g j . Or on vient de voir que la elasse de la matriee ( g g j correspond a la elasse des ideaux 
prineipaux, done \, nl'^^lc o) correspondent aux deux classes d'ideaux non prineipaux. 



A 9) \h 

Comme les matrices eonjuguant ces deux elements a Cp sont ^ et (^^^ 

base de Z[2V6] associee a Cp est (l,a) = (1,5 + 2\/6), on en deduit au passage que les ideaux 
(2,4 + 2 VG) et (3,4 + 2 V6) sont representants des deux classes d'ideaux non prineipaux deZ[2V6]. 

4.3. Nceuds modulaires et classes de conjugaison. Dans [19] et [2^, E. Ghys demontre, et 
illustre visuellement, que les noeuds de Lorenz apparaissent comme or bites periodiques du flot 
modulaire defini sur la variete SL2(R)/SL2(Z). Pour expliquer ce resultat, nous allons commencer 
par decrire la variete et le flot modulaires en termes de reseaux. 

Un reseau du plan est dit de covolume 1 s'il admet une base orientee constituee de deux vecteurs 
dont la norme du produit vectoriel vaut 1. Un tel reseau est determine par les coordonnees des 
vecteurs d'une base comme ci-dessus, done par une matriee A de SL2(]R). De plus, changer la base 
(ordonnee) du reseau revient a conjuguer A par un element de SL2(Z). La correspondanee obtenue 
entre les reseaux de covolume 1 et le quotient SL2(K)/SL2(Z) se trouve alors etre bijective. 
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Maintenant, soit Ti le demi-plan de Poincare muni de sa metrique hyperbolique standard. L 'ac- 
tion de PSL2(Z) sur TL par homographie definie par 

a b 
c d 

est fidele. Un domaine fondamental T) pour cette action est donne par 

{z e C I 3z > 0, -1/2 < 1/2, \z\ ^ 1} . 

Le quotient 7i/PSL2(Z) est alors un orbifold compact, c'est-a-dire une surface avec deux points 
singuliers (correspondant aux images des points i et j) au voisinage desquels Tangle total n'est 
pas 27r mais respectivement 27r/2 et 27r/3. Get orbifold, qui n'est done pas une surface a proprement 
parler, est traditionnellement appele surface modulaire et note Smorf dans la suite. II herite de la 
metrique hyperbolique de Ti.. Le fibre unitaire tangent UY,mod a la- surface modulaire est alors une 
variete de dimension 3, naturellement munie d'une metrique riemannienne g. 

Soit A un reseau de covolume 1 dans le plan complexe. Nous allons lui associer un point 
de UTijyiod- II existe une simillitude directe envoyant le plus petit vecteur v de A, defini au signe 
pres, sur le point 1. Le double de Tangle de la simillitude fournit alors un element bien defini 
de S^. Le plus petit vecteur v' formant une base directe avec v est envoye sur un point p de D. Si A 
est un reseau a maille carree ou triangulaire equilaterale, I'application est mal definie : v est defini 
a multiplication par une racine de Tunite pres, et done Tangle de la rotation n'est defini qu'a 7r/2 
(cas d'une maille carree) ou tt/S pres (cas d'une maille triangulaire). Ces ambigui'tes disparaissent 
si on passe au quotient de V par PSL2(Z), lequel s'identifie a 7i/PSL2(Z) . Le vecteur v' est alors 
envoye sur le point i (maille carree) ou sur les points j ou j + 1, lesquels sont identifies dans le 
quotient (maille triangulaire equilaterale). L'application qui associe au reseau A le couple {p,9) 
dans UTimod etablit done une correspondance entre Tespace des reseaux (lui-meme deja identifie 
a SL2(M)/SL2(Z)) et le fibre tangent unitaire a Torbifold H/PSL2(Z). 

Soit A un reseau de R'^ de covolume 1 et (6i, 62) une base de A. Pour tout t, les vecteurs bu = 

e* \ /e* \ 

bi et b2t — \ -t] i>2 torment encore une base d'un reseau de covolume 1, lequel ne 



e-*/ ' 



e 



depend que de A. On definit </> (A) comme le reseau engendre par les vecteurs bu et 62*. Le Hot 
4> est appele flot modulaire sur Tespace des reseaux de covolume 1, done aussi, vue Tidentification 
ci-dessus, sur la variete UT^mod- On montre que ce fiot est egalement le flot geodesique associe a la 
metrique g sur UT,mod |19j . 

Si les vecteurs bug et 62*0 appartiennent au reseau A, alors on a (A) = A et l'application 
t i—f 0*(A) restreinte a Tintervalle [0,to] definit un lacet ferme dans UYi^odi et done un noeud dans 
ce meme espace. Le resultat suivant dccrit les circonstances 011 un tel evenement se produit et 
annonce la correspondance de Ghys. 

Proposition 4.13. II existe une bijection entre les orbites periodiques du flot modulaire et les 
mots de Lyndon. 

Esquisse de la demonstration. Comme le Hot modulaire coincide avec le fiot geodesique sur le quo- 
tient 7i par PSL2(Z), une orbite modulaire periodique provient d'une geodesique X de H qui 
est invariante sous Taction d'un certain element A de PSL2(Z). Quand on passe au quotient 
H/PSL2(Z), cette geodesique A devient invariante sous Taction de toute la classe de conjugai- 
son de A dans SL2(Z). Reciproquement, les seuls elements de PSL2(Z) fixant A sont les conjuguees 
des puissances de A (eventuellement rationnelles si A est elle-meme une puissance). Une orbite 
modulaire periodique est done naturellement associee a une classe de conjugaison dans SL2(Z) 
sous Taction de SL2(Z), a savoir la classe de la plus petite puissance rationnelle positive de A 
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dans SL2(Z). Or le coroUaire 14.41 fournit une bijection entre les mots de Lyndon et les classes de 
conjugaison de matrices qui ne sent pas des puissances entieres de matrice entieres. □ 

On a maintenant obtenu de maniere naturelle des noeuds sur le fibre unitaire tangent a la surface 
modulaire. Or celui-ci se trouve etre isomorphe a la sphere §^ privee d'un noeud de trefle. Pour 
expliciter cet isomorphismc, nous utilisons les coordonnees introduites par Gauss pour les reseaux 
de R^. Pour cela, identifions avec C, et posons 

g2(A) = 60 53(A) = 140 J2 

zeA\{o} zeA\{o} 

On verifie facilement que les sommes 52 et (73 convergent et que A est entierement decrit par les 
valeurs des fonctions 52 et 53, c'est-a-dire que I'application A 1-^ ((72(A), (73(A)) est injective. De 
plus, la non-degenerescence de A correspond a la condition ~ 27(7| ^ 0. Enfin, le fait que A est 
de covolume 1 impose une condition de renormalisation sur (72(A) et (73(A). Quitte a changer de 
renormalisation, on pent supposer 

(4.1) |52(A)|V|53(A)|' = 1. 

Cette derniere condition permet d'identifier I'image de ((?2,<?3) a une partie de la sphere S"^, qui 
est le complementaire d'un noeud de trefle, note (g) , dans S^^. On a alors obtenu une bijection 
entre S'^\(g) et la variete modulaire SL2(M)/SL2(Z). EUe nous permet done de plonger les noeuds 
modulaires de maniere naturelle dans S'^. Consulter [551 P- 83] pour une preuve plus visuelle de ce 
resultat. 

Definition 4.14. Un noeud est dit modulaire s'il pent etre realise comme orbite periodique du flot 
modulaire sur UJ^mod, plonge comme decrit ci-dessus dans S^. 

4.4. NcEuds modulaires et nceuds de Lorenz. A ce point, nous avons introduits deux families 
de ncEuds, les noeuds de Lorenz et les noeuds modulaires, dont les elements sont en bijection avec 
les mots de Lyndon. Le resultat de Ghys affirme que ces families coincident. 

Theoreme 4.15. [Ulinj Identifi ons U^rnod 6^ M dvcc dcs parties de S covnTue ci-dessus. Alovs, 
pour tout mot de Lyndon w, le nwud modulaire et le nwud de Lorenz associes a w coincident. 

Schema de la demonstration. L'idee principale est de deformer continiiment la metrique sur Smod 
et C/S„iod pour amener tout le flot geodesique au voisinage du segment reliant les images des points 
i et j de Ti.. En contractant la direction stable du flot, les orbites viennent alors s'accumuler sur 
un patron, qui se trouve etre le patron de Lorenz. □ 

Pour plus de details, nous renvoyons a et a ^Dl oii Ton trouvera des representations animees 
tres spectaculaires. 

Exemple 4.16. Rcvenons au cas des ideaux de Z[2V6]. On a vu qu'il y a trois classes d'ideaux, 
dont trois representants sont (1, 5 + 2a/6), (2, 4 + 2-^/6), et (3, 4 + 2V6). Les trois noeuds modulaires 
associes sont les noeuds correspondants aux mots X^Y,X^Y'^, et X^YXY, lesquels se trouvent 
respectivement etre un noeud trivial, un noeud trivial, et un noeud de trefle. 

4.5. NcEuds de Lorenz et classes d'ideaux. On a maintenant une application naturelle asso- 
ciant a une classe d'ideaux dans un ordre d'un corps quadratique une unique classe de mots en X 
et Y, definis a permutation circulaire des lettres et a echange des caracteres X et Y pres. Or on ne 
change pas un noeud de Lorenz en echangeant tons les caracteres L et R dans le mot de Lyndon 
associe : cela correspond a une rotation autour de I'axe horizontal passant par le centre du patron 
et echangeant les deux attracteurs, ou encore a une rotation de 180° de la tresse de Lorenz autour 
d'une axe vertical. On a done une bijection entre classes d'ideaux dans certains corps quadratiques 
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et noeuds de Lorenz, modulo symctrie du patron. La question est alors de savoir si I'existence de 
cette bijection entraine des applications interessantes. 

Celles-ci pourraient venir de la structure de groupe qui existe naturellement sur les classes 
d'ideaux dans un corps quadratique. Precisement, soit Q[a\ un corps quadratique, O son anneau 
des entiers, o un ordre d'indice n dans O, et Ti et T2 deux ideaux de o. Alors la classe de I'ideal 
T1X2 ne depend pas du choix de Xi et I2 dans leurs classes respectives. Par consequent, I'operation 
de multiplication est bien definie sur les classes d'ideaux. On verifie facilement que la classe des 
ideaux principaux est un element neutre pour cette operation, done I'ensemble des classes d'ideaux 
forme un monoi'de. De plus, toute classe contenant au moins un ideal I dont la norme N{X) est 
premiere avec I'indice n admet un inverse pour la multiplication, c'est-a-dire qu'il existe I' tel que 
TI' est un ideal principal, voir 8, page 122]. L'cnscmble de ces classes est stable par produit, par 
consequent I'ensemble des classes contenant au moins un ideal 2 dont la norme est premiere avec 
n forme un groupe, appele groupe des classes de I'ordre o. 

Exemple 4.17. Revenons une derniere fois aux ideaux de Z[2V6]. L'ideal (1, 5+2y/6) est principal, 
c'est done un representant de la classe des ideaux principaux. Pour ce qui est de (2,4 + 2-\/6), on 
verifie facilement que tout element de sa classe a une norme qui est multiple de 2. Or I'indice de 
Z[2\/6] dans Z[/6] est 2, done la classe de (2,4 + 2-\/6) n'appartient pas au groupe des classes 
de Z[2\/6]. De fait, on verifie I'egalite (2,4 + 2^6)2 = (2)(2,4 + 2\/6), done, si cette classe etait 
dans le groupe des classes, elle en serait I'element neutre. Or cette position est deja occupee par la 
classe des ideaux principaux. Quant a (3,4 + 2-\/6), sa norme est 3, qui est premier avec 2, done 
sa classe appartient au groupe des classes. Le groupe des classes de Z[2\/6] est done Z/2Z. Notons 
que, dans la correspondance de Ghys, le noeud associe a I'element neutre est le noeud trivial et le 
noeud associe a I'autre element est le nceud de trefle. 

Pour un autre exemple, considerons les matrices de trace 22 et de determinant 1. L'ordre associe 
est Z[2a/30], qui compte six classes d'ideaux, correspondant aux matrices X^^Y,X^^Y^, X^Y^^ 
X^YXY, X'^YX^Y, et X'^Y X'^Y'^ . Les noeuds associes sont le nceud trivial pour les trois premieres 
classes, le noeud de trefle pour les deux suivantes, et le noeud torique (5, 2) pour la derniere. Le 
groupe des classes de Z[2-\/30] a quatre elements, car les classes correspondant aux mots X^^Y"^ 
et X^YX^Y ne sont pas inversibles. Ce groupe est le groupe de Klein (Z/2Z)^. Vis-a-vis de la 
correspondance de Ghys, I'element neutre a pour nceud associe le noeud trivial, et les trois autres 
elements du groupe sont associes respectivement au noeud trivial, au noeud de trefle et au noeud 
torique [5,2]. 

4.6. Deux resultats nouveaux. Comme on a associe a chaque classe d'ideaux un noeud de 
maniere canonique, la question se pose naturellement de savoir si la multiplication du groupe des 
classes d'ideaux a un pendant du cote des noeuds, c'est-a-dire si on pent dcfinir directement une 
operation de multiplication des nceuds et, par exemple, mieux comprendre les observations de 
rexemple l4.17l Les seules reponses connues a ce jour, tres partielles, sont les resultats suivants, qui 
semblent nouveaux. 

Le premier resultat decrit completement le sous-groupe du groupe des classes d'ideaux forme 
par les classes associees au noeud trivial. On note A I'operation de pgcd de deux entiers et V leur 
ppcm. 

Theoreme 4.18. Soit t > 2 un entier, a une racine du polynome -x^ — t.x +1, et G le groupe 
des classes associe a l'ordre 1\a\. L'ensemble des elements de G associes au n(Eud trivial forme un 
sous-groupe Go de G qui est isomorphe a Z/2Z'' om d est le nombre de diviseurs premiers det—2 
diminue d'une unite. Les matrices correspondant aux elements de Go sont de la forme X"^Y"^ 
avec mm' — t — 2 et m /\m' = 1. Exprimee en termes de matrices, la multiplication de Go est 
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donnee par la formule 

' TOi A m2 

Demonstration. Le noeud trivial etant le seul noeud obtenu comme cloture d'une tresse a un brin, 
c'est le seul noeud de Lorenz de pas 1. Par consequent, les orbites triviales du flot de Lorenz sont 
exactement celles qui sont associees aux mots de la forme . 

Comme inverser dans le groupe des classes revient a transposer la matrice, les classes corres- 
pondant aux mots et Y™ sont inverses I'une de I'autre. Or ces classes coincident, 

puisqu'au niveau des ideaux I'echange des caracteres X et F et la permutation circulaire des 
lettres ne modifient pas la classe. Par consequent, ces classes sont d'ordre 2 dans le groupe des 
classes G. 

L'ordre associe aux matrices de trace t est Z[a], oii a = et I'ideal associe a la matrice 

^myra ^ ^^^^^ ^ ^^m!^ ' {vfi^a — 1). D'apres [H page 220], la forme quadratique 

associee est mx^ + nim'xy + m'y^, et, d'apres la proposition 5.2.5 de [B], la condition pour qu'un 
ideal soit inversible est que les coefficients de la forme quadratique associee soient premiers entre 
eux, soit, dans le cas present, m A m' = 1. Les noeuds triviaux apparaissant dans le groupe des 
classes correspondent done aux mots de la forme , avec mm' = t — 2 et m A m' = 1. 

II reste a verifier la stabilite par produit des elements associes a des noeuds triviaux, et la forme 
explicite du produit annoncee. Calculant au niveau des (bases d')ideaux, on trouve 

{mi, a - 1) • (to2, a - 1) 

— (mim2, mi{a — 1), m^ia — 1), — 2a + l) 

= ((mi A m2){m\ V m-i), (m\ A m-2){oL — 1), (t — 2)a) 

( t - 2 

— (mi A m-^) (mi V m-^), (a ~ 1), a 

\ mi A m2 

Les diviseurs de t — 2 se divisent en quatre categories : ceux qui ne divisent ni mi ni m2 dont nous 

noterons le pgcd p , ceux qui divisent mi et pas m2 dont nous noterons le pgcd p_| , ceux qui 

divisent m2 et pas mi dont nous noterons le pgcd p ^, et ceux qui divisent mi et m2 dont nous 

noterons le pgcd p^^ . On a alors 

t-2 

mi V m2 P-+P+-P++ et = p — p-+p+-, 

mi A m2 

V / N t — 2 mi A m2 ^ i., . 
d ou (mi V m,2) A = p (.p-i = . On en deduit 

TOl A TO2 mi V TO2 

/ \ \ / -,N t — 2 \ /mi A m2 , 

(mi A m2j (mi V m2), (a - 1), a = (mi A m2) , (a - 1^ 

\ mi A m2 / \m1Vm2 

Ce dernier ideal est dans la meme classe que ( "^1 ^ ^ (q, _ 1) j ^ dont la matrice ideale est 

\TOi V TO2 / 

'"l^™2 /f 9-, / mi Vm,2 



Notre seconde observation est un resultat de symetrie tres simple. Si w est un mot (de Lyndon), 
on appelle image-miroir de w le mot obtenu en renversant l'ordre des lettres de w. 

Proposition 4.19. Pour tout mot de Lyndon w, les nceuds de Lorenz correspondants dwetd son 
image-miroir sont les memes. 
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Demonstration. Transpose en termes de noeuds modulaires, I'enonce devient : les noeuds sur le 
fibre unitaire tangent a la surface modulaire UTimod qui correspondent au parcours dans un sens 
et dans I'autre d'une geodesique periodique de la surface modulaire T,mod sont les memes. Or, 
vis-a-vis de la metrique riemannienne g introduite au debut de la section, I'involution i de UTimod 
qui associe au vecteur tangent v de Ux^mod le vecteur —v de Ux^mod est une isometric de UY^mod 
preservant I'orientation. Par consequent, i envoie tout lacet sur un lacet isotope, et les noeuds 
associes coincident. □ 

Ce resultat montre I'interet de la correspondance de Ghys et du lien entre noeuds de Lorenz et 
noeuds modulaires. Sur le patron de Lorenz, une seule involution naturelle apparait, a savoir la 
symetrie par rapport a I'axe du patron, qui correspond a la symetrie par rapport a la premiere 
diagonale sur les diagrammes de young associes. La proposition 14.191 revele une autre symetrie 
sur les orbites du flot de Lorenz, naturelle dans le langage du fibre tangent UY^mod a la surface 
modulaire, mais cachee sur le patron de Lorenz. Par exemple, elle montre que les orbites associees 
aux mots de Lyndon LLRRLRRR et LLRRRLRR, correspondant aux tableaux completes | | | | 
et n I I ; sont isotopes. 

Exemple 4.20. Comme derniere illustration, considerons les nceuds associes a des matrices de 
trace 40. L'ordre associe est Z[— 20 -I- 3-\/TT]- Un logiciel de calcul algebrique, comme par exemple 
PARI/GP0, fournit la structure du groupe des classes associe, ici Z/2Z x Z/4Z, et des representants 
des classes associees a chaque element. En termes de matrices, les huit elements du groupe des 
classes d'ideaux de l'ordre Z[— 20 + 3\/TT] sont les suivants. 



G = Z/2Z X Z/4Z 


(•,0) 


(•,1) 


(•,2) 


0,3) 


(0,-) 




^3y3^2y 


XYXY^^ 


^3yj^2y3 




^19y2 




X^YX'^Y 


X'^YXY'' 



Traduit en termes de noeuds dc Lorenz via la correspondance de Ghys, ce tableau devient : 



G = Z/2'L X Z/4Z 



(0,-) 
(1,-) 



(•,0) 



•J) 



(•,2) 



(•,3) 



On pent y voir illustres les resultats des theoremes 14.181 et 14.191 D'abord, comme 40 admet deux 
diviseurs premiers distincts, les nceuds triviaux forment un sous-groupe isomorphe a Z/2Z, qui 
correspond a la colonne (-,0) du tableau. Par ailleurs, les colonnes (-,1) et (-,3) correspondent a 
des elements opposes dans le groupe, et on voit que, sur chaque ligne, les noeuds correspondants 
sont en efFet les memes. 

5. QUELQUES QUESTIONS OUVERTES 

Nous terminerons ce tour d'horizon des nceuds de Lorenz par quelques-unes des multiples ques- 
tions ouvertes les concernant. 
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5.1. Codage par les mots de Lyndon et les diagrammes de Young. On a vu dans la 
section [1] comment tons les noeuds de Lorenz peuvent etre codes par des mots de Lyndon, ou, 
de fagon presque equivalente, par des diagrammes de Young. Ces codages ne sent pas injectifs : 
meme minimaux, deux mots de Lyndon distincts peuvent coder le meme noeud de Lorenz et, de 
meme, deux diagrammes de Young (non completes) distincts peuvent coder le meme noeud de 
Lorenz. Reconnaitre quand deux mots de Lyndon, ou deux diagrammes de Young, codent le meme 
nceud de Lorenz est une question pour le moment difficile. On a vu dans le coroUaire 12.211 que 
le genre du noeud determine le nombre de cases du diagramme de Young, mais bien sur pas le 
diagramme complet. Par exemple, on verifie facilement que la tresse de Birman- Williams associee 
au deux diagrammes de Young [3, 3, 2] et [4, 4] est la meme, et done les noeuds de Lorenz associes 
coincident. 

Question 5.1. Existe-t-il un algorithme permettant de determiner quand deux diagrammes de 
Young codent le meme noeud de Lorenz ? 

Une premiere etape pourrait consister a demontrer la propriete suivante, qui a ete verifiee sur 
un grand nombre d'exemples. 

Conjecture 5.2. Soit b et b' deux tresses de Birman- Williams associees a deux orbites periodiques 
isotopes du Hot de Lorenz. Alors b et b' sont conjuguees dans Bt, oil t est le pas commun de ces 
orbites. 

5.2. Noeuds satellites. Avec le tlieoreme l2.9[ on a obtenu une description complete de ceux des 
nceuds de Lorenz qui sont satellites d'un noeud de Lorenz. Par contre, on n'a pas de caracterisation 
generale de tons les nceuds de Lorenz qui sont des noeuds satellites. II semblerait en fait que seule 
la situation du theoreme l2.9l soit possible. 

Conjecture 5.3 (H. Morton, communication personnelle). Tout nceud de Lorenz qui est un noeud 
satellite est satellite d'un nceud torique sur un nceud de Lorenz, selon le schema de la proposi- 
tion [Ml 

Un important resultat de W. Thurston [33^ montre que tout noeud qui n'est ni torique, ni satellite 
est hyperbolique. Notons qu'une solution positive a la conjecture 15.31 permettrait de determiner 
precisement quels noeuds de Lorenz sont des noeuds satellites, et, de la, par complement, quels 
noeuds de Lorenz sont hyperboliques. 

Dans la lignee de la question [SHJ il est egalement naturel de chercher a reconnaitre le type d'un 
noeud de Lorenz a partir d'un diagramme de Young le codant. 

Question 5.4. Existe-t-il un algorithme qui, a partir d'un diagramme de Young codant un noeud 
de Lorenz K, determine le type du noeud torique associe si K est torique, et la suite des cablages 
successifs si K est satellite ? 

5.3. Invariants polynomiaux et volume hyperbolique. II semble que les polynomes d'Alexan- 
der ou de Jones des noeuds de Lorenz soient particulierement simples. Les simulations numeriques 
de [lOj montrent que les coefficients du polynome d'Alexander d'un noeud de Lorenz donne comme 
cloture d'une tresse, tout comme ceux de leurs polynomes de Jones, sont tres petits compares a 
ceux de la cloture d'une tresse aleatoire de meme taille. 

Question 5.5. La petitesse observee des coefficients des polynomes d'Alexander, de Jones, et 
HOMELY associes aux nceuds de Lorenz est-elle un phenomene general, et peut-on I'expliquer ? 
Comment se repartissent les racines des polynomes d'Alexander et de Jones dans de plan complexe ? 

Dans [3], J. Birman et I. Kofman ont calcule les volumes hyperboliques des complementaires 
d'un certain nombre de noeuds de Lorenz hyperboliques. Comme dans le cas des coefficients des 
invariants polynomiaux, il apparait que ce volume prend des valeurs etonnamment petites. 
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Question 5.6. Peut-on borncr superieurement le volume hyperbolique des nceuds de Lorenz qui 
sont hyperboliques en fonction de la taille d'une tresse de Birman- Williams les representant ? 

Par ailleurs, il se trouve que, parmi les cent nceuds hyperboliques de plus petit volume, plus de la 
moitie sont des nceuds de Lorenz. Une explication de cette observation etonnante serait bienvenue. 

5.4. Correspondance de Ghys et nceuds modulaires. Le lien entre les nceuds de Lorenz 
et I'arithmetique par Ic biais du groupe des classes d'ideaux associe a un ordre sur un corps 
quadratique est fascinant, mais encore tres incompletement compris. Les propositions 14. 18l et 14.191 
semblent n'etre que les parties emergees d'un analogue du groupe des classes qui serait defini sur 
les nceuds modulaires, done, de fagon equivalente, sur les nceuds de Lorenz. 

Question 5.7. Peut-on definir directement au niveau des nceuds modulaires, ou des nceuds de 
Lorenz, une multiplication (dependant de a) qui induise la structure de groupe associee sur les 
nceuds correspondant au groupe de classes d'ideaux de Z[a] ? 
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